De I'abaque a jetons
au calcul posé
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(équipe de Caroline Poisard)
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Présentation Abaques et bouliers
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Ateliers 2019-2020 . ) .
Cette rubrique rassemble des travaux épistémologiques et didactiques sur |'utilisation des anciens instruments de calcul a

Séminaire 2019-2020 I'école primaire, au collége et en formation des enseignants : abaques a jetons, bouliers, bitons de Neper, réglettes de
Genaille, etc.
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Elle rend compte de |'élaboration d'outils pédagogiques inspirés par ces instruments anciens, sous forme matérielle ou
virtuelle, et de leur expérimentation en classe pour un apprentissage renouvelé de la numération et des techniques
opératoires.
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Collége
Lycée et post-bac Elle s'inscrit dans la collaboration engagée depuis 2013 entre I'lREM de la Réunion et I'équipe de Caroline Poisard a I'ESPE de

Algorithmique et Bretagne.
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Séminaire Bretagne/Réunion sur le boulier a .. caroline PoISARD , Dg,f;'ﬁ,'i;je“}ao'f,;}?gé

I'école

Prochains rendez-vous :
1 commentaire

de I'IREM
Depuis 2013, a l'initiative de Caroline Poisard, un séminaire annuel réunit en visioconférence des chercheurs et des
Séminaire de I''REM enseignants de Bretagne (ESPE de Bretagne ", Centre de recherches sur |'éducation, les apprentissages et la didactique )
» Mercredi 4 mars 2020, et de la Réunion (IREM de la Réunion ", Laboratoire d'informatique et de mathématiques ", ESPE de la Réunion ) pour
14h-18h : amphi 190, des échanges autour de ['utilisation pédagogique du boulier chinois et d’autres instruments de calcul.
campus du Tampon. ) ) .
» Mercredi 8 avril 2020, wy Lire la suite de l'article

14h-18h : salle S23.6, PTU,
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2015-2018 : six mémoires de master MEEF soutenus a 'ESPE de la Réunion sur
I'abaque a jetons au cycle 2 ou au cycle 3, dirigés par Nathalie Daval et Luc Tiennot

Passerelles

Enseigner les mathématiques De I’'abaque a jetons au calcul posé
par leur histoire au cycle 3

1l est cependant trés vrai que I'abus des mots est
une grande source d'erreurs, car il en arrive une
maniere d'erreur de caleul, comme =i en caleulant
ol ne marqueit pas bien la place du jetton,

Gottiried Wilhelm Leibniz (1765, 217)

Dans le programme 2015 du cycle 2, on trouve cette recommandation :
Pour calculer, estimer on vérifier un resultat, utiliser divers supports ou mstru-
ments ; les doigts ou le corps, bouliers ou abaques, ficelle & nomds, cailloux ou
Jjetons, monnaie fictive, double régle graduge, calculette, etc

reste valable pour le cycle 3 et an-dela : afin de s’approprier la numération décimale de
position et les techniques opératoires de base, il semble indispensable que les nombres et le calenl
solent instrumentés par de nombreux artéfacts, et que les enfants manipulent longuement des
objets matériels avant de passer 4 des représentations symbaoliques.
Ce chapitre! est centré sur I'un des anxiliaires de calenl les plus fréquemment utilisés dans le
passé : 'nbaque & jetons. En frangais, le terme générique d'v abaque # désigne tous les instru-
oordonné par ments dans lesquels on place des petits abjets Inientiques [j.r_\t:ms_. cailloux, boules, coquil'.ages:.. 1
=i sur des colonnes, des lignes ou des tiges paralléles matérialisées sur un support plan, de maniére
Marc M oyon a représenter des nombres et a caleuler sur eux. Le mot « abague # provient du grec abar et

1. Chapitre rédigé par Nathalic Dawnl et Dominique Tournds s nom du groupe de recherche sur les abngues
et bouliers de 'IREM de la Réunion, Il doit beaucoup & Luc Tiennot, formateur & 'ESPE de la Réunion,
ol anx cing profesenres des écolss qui oot expérimenté Fotilisation de Pabagque & |stons dans lsors claeases
Catherine Dugain et Marie-Jeanne Guillotin (2014-20 Amandine Grondin et Sylvie Grondin (2015-2017) et
Mytiam Trémounlu (2016-2017). 1 s= situe dans b continuité des tmvaux mends en partenariat entee |'TREM
de la Réunian et 'ESPE de Bretagne (équipe de Caroline Poisard) durant les anndes 2013 & 2016, travanx qui
ont conduit & In publication do o » gpécial 51 de MathémaTTCE. Nous renvoyons & c8 OWMARS pour wne
Atude didnctique des abaques & boules, dont nous ne traitons pas i, ainsi que pour une version plis comple
de 'histotre des abagues.

et Dominique Tournes

39




Plan de la conférence

1. Contexte historique et épistémologique
2. Manipulation d'un abague romain

3. Compte rendu d’expérimentations en classe



1. Contexte historique et épistémologique
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Stanislas Dehaene
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Cognition numérique
chez les Mundurucus

— pug ma = un
xep xep = deux

—ebapug = trois

— ebadipdip = quatre
pug pdgbi = cinqg, une main

— xep xep pogbi = deux mains

— adesu/ade gu = quelques, peu
ade/ade ma = beaucoup

— T p— = T T T
12 34586 7 8 9 10111213 14 15
stimulus numerosity




EGYPTIENS
(Systéme hiéroglyphique

: 111e-1¢" millénaire av. J.-C.)
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ETRUSQUES

(Italie, vie-1ve siecle av. J.-C.)

tlafm]ml AT IA T oA T mA | A
1 2 3 4 5 6 7 8 9
GRECE
(Systeme de Thebes, d’Orchoméne et de Carystos : ve-1¢ siécle av. J.-C.)
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* Lettre II (pi), initiale de IIENTE (penté) « cinq ».
ARAMEENS DE MESOPOTAMIE
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(Amérique centrale précolombienne, 111e-X1v¢ sigcle ap. J.-C.)
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al-Khwarizmi (780-850)
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MUHAMMAD IBN MUSA
AL-KHWARIZMI

LE CALCUL INDIEN
(ALGORISMUS)

® |-
o pad izl U3 SafsAivats 4
1;4__}"JMJ~..#&1|’L§IJ1‘QJ| E
oo el tigrle g o
's-‘f“’ J"-f'f-‘:ﬂ.fﬁ'n..-"w“—*"

s n...l' J{f_!ﬂ{f#yfrtﬂ?‘fr
I _;.UI &

VERSIONS LATINES DU XII* SIECLE

A ALLARD




MUHAMMAD IBN MUSA
AL-KHWARIZMI

LE CALCUL INDIEN
(ALGORISMUS)

VERSIONS LATINES DU XII* STECLE

A ALLARDY

Deux livres en arithmétique :

Le calcul indien

(perdu, traduction latine De numero Indorum
perdue, partiellement connu par des
adaptations latines du Xll¢ siecle)

* figures des neuf chiffres, systeme décimal
et introduction du zéro

* duplication et partition en deux moitiés

 addition et soustraction

* multiplication et division

e élévation au carré et extraction de la

racine carrée
o« 7?77

Liber augmenti et diminutionis
(perdu)



Gerbert d’Aurillac
(946-1003)
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Gregor Reisch
Margarita Philosophica
1503

Compétition en Europe
(12¢-18¢ siecles) entre :

- le calcul avec des jetons
et I'écriture avec les chiffres
romains (puis arabes) ;

- le calcul indien écrit avec
les chiffres arabes.
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Petrus Apianus
Un traité nouveau et bien fondé de

tout le calcul commercial
1527

« ... additionner des pages de
compte avec des jetons sur les
lignes est plus pratique qu’avec les
plumes ou la craie. »



« Or je ne scay conter ny a get, ny a plume. »

« Argan, seul dans sa chambre assis, une table
devant lui, compte des parties d apothicaire
avec des jetons ; il fait parlant a lui-méme les
dialogues suivants.— Trois et deux font cing,
et cinqg font dix, et dix font vingt. »

« Nous avons trouvé, avec ces jetons qui
sont si bons, que j aurais eu cing cent
trente mille livres de bien, en comptant
toutes mes petites successions. »

« Il est cependant trés vrai que | abus des mots est
une grande source d erreurs, car il en arrive une
maniere d’erreur de calcul, comme si en calculant
on ne marquoit pas bien la place du jetton. »
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Martelly
Livre d’arithmétique, 1736

Calendri
Arithmetica, 1491
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gt I'RE

DEDICATOIRE
MONSEIGNEVR
CHANCELIER.

Sur le fujet de la Machine nouuellement in-
uentée par le Sieur B. P. pour faire toutes
fortes d'operationsd’ Arithmetique, par vn
mouuement reglé,, fans plume ny jetcons,

AVEC
Vn aduss nece[Juire 4 cenx qwi auront curiofité de woir ladite
Machine, € de s'en ferusr.

M. DC XLV.

18 ADVIS NECE.S'.S’AIR_E,E!’:.

pris pour faire que toutes les operations qlm par les preceden-
tes methodes font penibles, gompof€es,longues, & peu cer-
taines; deviennena faciles, imples, promptes, & afleurées.
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Nos hypotheses :

En mathématiques, il est essentiel que les enfants
manipulent longuement des objets matériels avant de
passer a des représentations symboliques.

Les abaques (a jetons ou a boules) ont été le principal
instrument de calcul de I'humanité pendant plus de 2000
ans. L'utilisation de ces anciens artéfacts, profondément
enracinés dans notre culture, favorise I'apprentissage des
eleves en arithmeétique.

Il est pertinent du point de vue épistemologique que les
enfants revivent en accéléré I'histoire du calcul : des
abaques a jetons vers le calcul indien écrit, puis de ce
dernier vers les calculatrices électroniques.



Notre utilisation de deux types d’abaques :

Au cycle 2 : abaque en colonnes et sans quinaires.
L'abaque a jetons est un support efficace pour apprendre
la numeération décimale de position et les techniques
opératoires avec de petits nombres entiers.

Au cycle 3 : abaque en lignes avec quinaires.
L'abaque a jetons peut étre utilisé pour consolider les
savoirs acquis au cycle 2, pour proposer une remédiation
aux éléves en difficulté, et pour étendre les techniques
opératoires aux grands nombres entiers et aux nombres
décimaux.



2. Manipulation d’un abaque romain




CXXXXII
+ DXXXVIII

Addition :

inscrire le premier
nombre, puis inscrire
le second nombre, et
c’est fini !
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CXXXXII
+ DXXXVIII
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CXXXXII
+ DXXXVIII
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CXXXXII
+ DXXXVIII

Premiere manipulation
de base :

echanger dix jetons
d’une colonne contre un
Jeton de la colonne a
gauche

C| X C|X| I
e © O
® o
® o
e
® o o
o 0,°
0‘0‘0
O “
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CXXXXII
+ DXXXVIII
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|dée directrice du calcul indien :

ecrire symboliquement sur le papier
les manipulations concretes qui
étaient auparavant effectuéees sur
I'abaque
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Calculer :

3908 + 825

106 + 27 + 351 + 190



Reponses :
3908 + 825 =4733

106 + 27 + 351 + 190 = 674

L’avantage pédagogique de
I'abaque sur le boulier est qu’on
peut placer autant de jetons

10320209000 |
qu’on veut dans une colonne |
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Variante avec quinaires
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98
- 27

Soustraction :

Inscrire le grand
nombre, puis retirer le
plus petit, et c’est fini !

@]

<




— 27




— 27




— 27
=71




106
-39
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-39




106
-39

Seconde manipulation
de base :

echanger un jeton d’une
colonne contre dix jetons
dans la colonne de droite
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Programme 2015 :

« La valeur positionnelle des chiffres doit constamment étre mise en lien
avec des activites de groupements et d’échanges. »

| HF



Calculer :

312 — 98

1000 — 21



Reponses :
812-98 =714

1000 — 21 =979



- Le train.

Un train circule avec 650 voyageurs. Il s’arréte dans une gare, 250 voya-
geurs descendent et 25 voyageurs montent. Il repart. Il s’arréte dans une
deuxieme gare, 75 voyageurs descendent et 38 voyageurs montent. Combien
y a-t-il de voyageurs quand le train repart de la seconde gare ?
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Calculer :

23 X5

46 x 8

37 X 26

123 x 109



Reéponses :
23 x5 =115
46 x 8 = 368
37 X 26 = 962

123 x 109 = 13407
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Calculer :

1827 + 12

4321 = 78



Reponses :
1827 + 12 =152 + 3/12

4321 - 78 =55+ 31/78



3. Compte rendu d’expérimentations en classe




Premier exemple : experimentation de I'abaque
romain en colonnes et sans quinaires au CE2

Léa Lebon et Aurélie Letourneur
CEZ2, école Albert Montlivet, Sainte-Marie (Réunion)

L'utilisation de I'abaque romain dans les apprentissages en
numeration et calcul en cycle 2

Mémoire de master MEEF, 2018-2019



Défi : écrire tous les nombres que I'on peut représenter sur I'abaque
avec trois haricots




Productions d'éleves
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Second exemple : experimentation de I'abaque en
lignes avec quinaires au CM1

Catherine Dugain et Marie-Jeanne Guillotin

CE2/CM1, école Martin-Luther-King, Saint-Pierre (Réunion)
CMH1, école Raphaél-Barquisseau, Saint-Pierre (Réunion)

Remeédier a une construction non-opérationnelle de la
numeration a l'aide d’un abaque historique

Mémoire de master MEEF, 2014-2015



Exemple de progression :

- découverte de I'abaque

- écriture des premiers nombres

- introduction du quinaire

- écriture des nombres jusqu’a 100

- lecture et écriture de nombres plus grands

- découverte de 'addition a I'abaque

- représenter deux nombres et les comparer

- additionner deux nombres sans echanges

- additionner deux nombres avec echanges unaires -> quinaire
- additionner deux nombres avec echanges quinaires -> unaire
- additionner deux nombres quelconques

- utiliser 'abaque comme outil de calcul dans des problemes

... Soustraction ... multiplication ... division
... hombres décimaux ...






Difficulté de placer
correctement les jetons

Stratégie spontanée pour
économiser de la place

-> introduction du quinaire
par le maitre




Difficulté de compréhension
du réle du quinaire




Inscription correcte et
incorrecte de 49




Addition correcte
et incorrecte




Constat de début d’année en CM1

- incompréhension quasi générale de la numération décimale de position
- bonne pratique des techniques opératoires

Ecris en chiffres les nombres suivants :

Douze mille cent quarante huit — {3\1"!8 .........
Trois cent quatre vingt quatorze — 304.. .........
Huit mille cinquante deux — 5.

Cing cent soixante dix neuf — 6F Q...

Ecris en chiffres les nombres suvivanis ; ' Ecris en chiffres les nombres suivants :

Douze mille cent quarante huit — /l’z/]l/]g
Trois cent quatre vingt quatorze — ’)OOQ\V]
Huit mille cinquante deux — 45.05..1 .....

Douze mille cent quarante huit —s ?Of-}%

Trois cent quatre vingt quatorze — 47—"4

Cing cent soixante dix neuf = .5 129



Projet de remédiation

- entrée par I'histoire des mathématiques

- utilisation d’un abaque a lignes avec quinaires (manipulation d’objets,
diversification des représentations mentales, renforcement du pivot a cing, autre
calcul instrumenté que la calculatrice)

- 30 minutes par semaine, en paralléle des nouveaux apprentissages du cycle 3

- un abaque et des jetons par éleve, un abaque format A2 et des jetons
aimantés pour le tableau

- jeu de cartes en période 2




Ecrire en chiffres
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