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Introduction

Le projet de recherche' auquel est li€ cet article a émergé du contexte de la réforme
de I'éducation effectuée depuis 1990 dans les lycées vietnamiens. Cette réforme a
transformé profondément les programmes d'enseignement des mathématiques au niveau
secondaire en introduisant 1’enseignement des vecteurs pour la premiére fois en tant
qu'objet mathématique en premicre année du lycée.

Le but de I'enseignement des vecteurs est de faire passer les éléves de la géométrie
euclidienne du plan et de 'espace a une géométrie vectorielle ou ces mémes plan et espace
sont modé€lisés en terme d'espaces affines associés aux espaces vectoriels de deux et trois
dimensions. Dans la mesure ou la théorie générale des espaces vectoriels n'est pas a la
portée des lycéens, ce n'est pas le modele axiomatique des espaces affines qui est proposé
mais un intermédiaire, I'ensemble des vecteurs géométriques du plan et de I'espace. Cet
ensemble a une structure d'espace vectoriel si 'on travaille sur des classes d'équivalence
convenables, mais cette structure n'est pas donnée axiomatiquement : un vecteur est donc
défini d'abord par ses caractéristiques géométriques de norme, de direction et de sens,
avec tous les probléemes liés a la définition méme de ces termes.

Dés les premicres années d’introduction du vecteur dans le programme de dixieme?,
les enseignants, ont notamment repéré chez leurs éleves de nombreuses difficultés a
« distinguer le vecteur du segment, distinguer la direction du sens, prendre en compte les
trois caractéristiques du vecteur, envisager le vrai/faux d’une égalité vectorielle, chercher

- —
le nombre m tel que a =m. b, décomposer un vecteur sur deux vecteurs co-linéaires »

1 cf. Lé Thi 1997

2 Premiére classe d’un cursus scolaire en trois ans, dans lequel les éléves sont admis sur concours, a la
suite d’un cycle d’enseignement obligatoire de 9 ans. Ce cycle de trois ans ouvre 1’accés (sur concours) 4
I'université. Cette classe correspond donc 4 la classe de seconde en France (éléves de 15 4 16 ans).
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et enfin a « mettre en oeuvre les savoirs vectoriels dans la résolution d’un probléme de
géométrie » 3,

Afin de déterminer dans quelle mesure les difficultés rencontrées par les éléves
vietnamiens étaient spécifiques de l'institution vietnamienne, je me suis demandée si 1’on
rencontrait les mémes difficultés en France ou les vecteurs sont introduits dans

I'enseignement secondaire depuis les années 1940 et ou 1'évolution des programmes
montre des différences significatives avec les choix faits au Viét-nam.

Mes hypothéses de travail étaient les suivantes.

- Une analyse comparative des conditions de I'enseignement et de 1’apprentissage
des vecteurs, en classe de dixieme au Viét-nam et de seconde en France, devrait permettre
de mettre en évidence des régularités et des disparités d’une part dans les contraintes de
l'enseignement, d’autre part dans les difficultés d'apprentissage des €leves.

- Une bonne connaissance des caractéristiques de la genese historique devrait
permettre une interprétation plus fine et épistémologiquement mieux fondée des difficultés
récurrentes des €leves rencontrées simultanément dans les deux pays.

Ceci m’a conduite a adopter une démarche méthodologique s'appuyant sur un
double point de vue épistémologique et didactique, démarche qui s’est traduite par les

études suivantes, objet de mon travail de these

- étude épistémologique,

- étude institutionnelle comparative de I’enseignement des vecteurs, en classe de dixieéme
au Viét-nam et de seconde en France ;

- études expérimentales dans ces deux institutions.

L’étude épistémologique a été conduite en liaison avec une premiére analyse
d’erreurs d’éléves frangais en mathématiques et en physique issue d’études didactiques
antérieures. Elle a permis de préciser les conditions dans lesquelles la théorie des vecteurs
s'est développée ainsi que celles qui ont pu empécher certains progres de cette théorie’ et
de mettre en évidence des résistances a l'apparition de la notion de vecteur. Cette analyse
m’a notamment conduite a formuler I’hypothése, en ce qui concerne l'apprentissage des
éleves, de I’existence de deux niveaux de difficultés a sortir du modele métrique lors du
passage au modele vectoriel : celui du franchissement de la vision dominante du métrique
en géométrie pour pouvoir envisager une géométrie orientée et celui de la prise en compte
des deux caractéristiques d’orientation du vecteur, la direction et le sens.

L'analyse comparative du rapport institutionnel a I’objet vecteur dans les deux
institutions classe de dixieme au Viét-nam et classe de seconde en France a permis la mise
en évidence des contraintes et des conditions de réalisation de I'enseignement des vecteurs
dans chacune des institutions concernées. La mise en relation de cette analyse
institutionnelle avec l'étude épistémologique précédente, a également permis de
comprendre comment les choix d'enseignement effectués peuvent contribuer au
dépassement, ou au contraire, au renforcement, de difficultés d'ordre épistémologique.

3 Lé Thi 1997 p.184-185

4 Theése réalisée sous la co-direction de Claude Comiti (Laboratoire Leibniz, Grenoble) et Tran Van Tan
(Université nationale du Viét-nam a Ho Chi Minh Ville).

5 A ce propos, voir L& Thi 1997, chapitre B1.
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Dans cet article, je présenterai essentiellement 1’étude institutionnelle.

1. Quelques considérations générales sur différentes méthodes
d'approche de la géométrie élémentaire®

L'enseignement de la géométrie élémentaire peut reposer sur au moins trois
approches différentes.
La premiére est l'approche synthétique qui prend pour objet d'étude les figures

géométriques. Ces figures géométriques sont représentées par des dessins’. Ce dernier
est un appui intuitif qui peut donner une direction de recherche dans la résolution du
probléme posé. Cependant, dans certaines situations, un dessin ne peut représenter tous
les différents cas de figure, notamment lorsque 1'on trouve des propositions qui se
vérifient dans certains cas mais pas dans d'autres.

Un deuxiéme mode d'étude repose sur l'introduction d'un systeme de coordonnées,
c'est la méthode analytique. Dans ce cas, des objets et des relations algébriques se
substituent, par I’intermédiaire d’un systéme de coordonnées, aux objets et aux relations
géométriques. Plus précisément, les objets et les relations géométriques sont représentés
par des couples ou des triplets de nombres li€s par des relations numériques, le probléme
se ramene ainsi a la résolution d'une ou plusieurs équations numériques. Autrement dit,
on traduit des propriétés géométriques dans le cadre algébrique et on se ramene a des
calculs dans ce cadre. Ici, c’est le calcul algébrique qui forme le noyau dur d’une
résolution.

La méthode analytique apporte a la résolution de probléme une possibilité de
généralisation. Cependant, elle pose le probleme de la relation du contexte algébrique a
l'intuition géométrique, a chaque étape de la résolution. Quelle est en effet la signification
d'une transformation d'écriture algébrique par rapport au contexte géométrique
représenté ?

La troisiéme méthode d'étude de la géométrie élémentaire est la méthode vectorielle.
Comme la méthode analytique, la méthode vectorielle introduit un point de vue algébrique
en géométrie, mais, contrairement a celle-ci, elle permet d'opérer directement sur des
objets géométriques, sans transfert sur un domaine numérique. En effet, la méthode
vectorielle s'appuie sur des objets de nature géométrique, les vecteurs, sur lesquels sont
définies des opérations algébriques. Cette méthode permet d'exploiter I'aspect intuitif du
cadre géométrique lors de la résolution de problémes tout en utilisant des techniques
algébriques. Elle introduit donc un nouveau point de vue tout en restant dans un cadre
essentiellement géométrique (il n'y a pas, comme dans le cas de la méthode analytique, de
passage a un cadre numérique).

Ainsi, bien qu’ayant la méme caractéristique, a savoir combiner géométrie et algébre
pour bénéficier des techniques algébriques dans 1'étude de la géométrie, les méthodes

6 L'expression “géométrie élémentaire” désignera ici la géométrie du collége et du lycée.

7 Nous reprendrons ici la distinction assez répandue en didactique des mathématiques entre figure, objet
géometrique, et dessin ; par exemple selon les termes de Parzysz (cité dans (Laborde et Capponi 1994,
168)) : “la figure géométrique est l'objet géométrique décrit par le texte qui la définit, une idée, une
création de l'esprit, tandis que le dessin est une représentation.”
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analytique et vectorielle manifestent deux points de vue différents dans 1’étude de la
géométrie, notamment en ce qui concerne le rapport entre calcul algébrique et intuition
géomeétrique.

Remarquons que le vecteur pouvant étre représenté par des coordonnées, il existe
une quatrieme méthode, mixte, qui utilise les vecteurs dans le cadre analytique. Dans la
suite, par commodité, nous qualifierons cette méthode de “vecteur-coordonnées”.

Dans I’histoire du développement des mathématiques, la géométrie analytique est
née avant que n’apparaisse 1’idée de construire un calcul géométrique intrinséque, ce qui
est devenu dans la deuxiéme moitié du 19€ siécle le calcul vectoriel. Pourtant, d'un strict
point de vue mathématique, le passage de la géométrie euclidienne a la géométrie
vectorielle ne s'appuie pas sur la géométrie analytique. En d'autres termes, partant de la
géométrie synthétique, on peut construire la méthode analytique ou la méthode vectorielle
de fagon indépendante.

Ainsi, dans I’enseignement des mathématiques, rien n'oblige a respecter un ordre
chronologique : la méthode analytique n'est pas un pont obligatoire pour passer de
l'approche synthétique de la géométrie a la méthode vectorielle.

A un autre niveau, il est important de souligner ici que le vecteur géométrique et les
opérations algébriques peuvent étre définis indépendamment de la théorie des espaces
vectoriels : ceux-ci ont en effet une signification avant tout géométrique dont on peut
déduire les propriétés algébriques, sans se référer a une structure qui représente un niveau
de conceptualisation nettement plus élevé. Ce type d'approche n'écarte pas la nature
algébrique du calcul vectoriel, mais 1'aborde dans son rapport au contexte géométrique et
a sa signification dans celui-ci.

Pour représenter les différentes approches possibles de l'enseignement de la
géomeétrie élémentaire, nous proposons le schéma suivant :

Méthode synthétique
S
A \4
Méthode Méthode
analytique vectorielle
Ga
Géométrie algébrisée

Dans ce schéma, le mot “géométrie algébrisée” désigne une approche dans laquelle
la géométrie est présentée et étudiée par une méthode qui permet d'exprimer des objets et
des relations géométriques par des expressions algébriques et de résoudre des problémes
géométriques en bénéficiant des techniques algébriques. Ainsi, la géométrie euclidienne,
méme si elle prend en compte des relations de grandeurs numériques (distance, aire et
volume), n'est pas, selon notre définition, une géométrie algébrisée, parce qu'elle ne
s'appuie pas sur une traduction algébrique (en termes d'opérations) des relations
géomeétriques.

Dans l'institution scolaire, s'il est clair que la priorité d'approche de la géométrie
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par la méthode synthétique (S) est épistémologiquement incontournable, il n'y a pas,
comme nous l'avons dit ci-dessus, d'ordre de priorité absolue entre la méthode analytique
(A) et la méthode vectorielle (V). Par ailleurs, les méthodes vectorielle et analytique
communiquent entre elles, par l'intermédiaire de la méthode “vecteur-coordonnées”. Ce
cheminement en deux étapes gomme en fait en partie la nouveauté de celle des deux
méthodes abordée en dernier (A si lon a suivi le chemin S-V-Ga-A, V si I'on a suivi le
chemin S-A-Ga-V).

Cependant, les deux types de chemins ne sont pas de méme nature, bien qu'ils
permettent d'accéder tous les deux a une géomeétrie algébrisée. De plus, l'introduction de
grandeurs géométriques orientées est un point essentiel et spécifique de la méthode
vectorielle. Passer de la géométrie synthétique a la géométrie vectorielle représente un
véritable saut conceptuel dans l'apprentissage, car il s'agit pour les €éleves de concevoir
l'existence, dans le cadre géométrique, de grandeurs orientées ainsi que la possibilité
d'effectuer, dans ce cadre, des opérations algébriques.

Sur le plan didactique, commencer ou non par la méthode analytique va créer des
conditions différentes pour I'introduction du vecteur et en contraindre, en partie, les choix
possibles. Ceci nous conduit a analyser comment se situe 1'enseignement du vecteur dans
l'enseignement de la géométrie au Viét-nam, puis en France, en particulier par rapport a
l'introduction de la méthode analytique. Nous étudierons notamment, a partir d'une
analyse, d’une part des programmes et du manuel® le plus utilisé dans le Nord du Viét-
nam, d’autre part des programmes en vigueur en France, comment l'enseignement des
vecteurs s'articule avec l'enseignement global de la géométrie.

2. L'enseignement du vecteur au Viét-nam

2.1. Place du vecteur dans l'enseignement de la géométrie au Viét-
nam

Au Viét-nam, deés I'école primaire, les €léves se familiarisent avec quelques objets
géométriques simples. Cette étape est consacrée a une introduction des objets usuels du
plan, par l'intermédiaire de leur représentation sous forme de dessins. Il s'agit
d'apprendre a reconnaitre la forme du triangle, du quadrilatere, du rectangle et du carré, et
a calculer des longueurs et des aires. L'étude est effectuée de maniére empirique, aucune
définition n'est donnée.

Mais a partir de la sixieme” (premiére année du college) les problémes de géométrie
¢lémentaire sont présentés de fagon systématique, les programmes de la sixieéme a la
douzieme s'organisant dans une certaine continuité.

8 Les programmes sont trés succincts au Viét-nam (liste de contenus), de plus ils ne sont pas diffusés
aupres des enseignants qui disposent en général seulement d’un manuel officiel et du guide du professeur
correspondant.

9 Dans le cursus scolaire, la classe de sixiéme au Viét-nam correspond a la classe de méme nom du college
en France, la septiéme 2 la cinquiéme en France, ..., la neuviéme 2 la troisiéme.
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La classe de sixieme est consacrée a une familiarisation avec des objets élémentaires
de la géométrie, comme le point, la droite, le segment, la demi-droite, le plan, le demi-
plan et 'angle. Ces objets sont introduits de maniere ostensive, en en montrant des
représentations. Par exemple, le segment est présenté comme “la figure qui comporte
deux points A et B et tous les points alignés se trouvant entre A et B”. On demande aux
¢éleves de savoir comparer deux segments. Cette comparaison se base sur celle des
mesures de leur longueur : deux segments sont dits “égaux” si leurs longueurs sont
égales, et le segment [AB] est dit “plus grand” que le segment [CD] si sa longueur est
plus grande que celle de [CD]. Les problémes concernant la notion d'angle non-orienté
(les angles orientés ne sont pas abordés a ce niveau) sont présentés dans la méme
perspective : la comparaison des angles est effectuée a travers celle de leurs mesures.

L'enseignement de géométrie de la classe de septieme est centré sur I'étude du
parallélisme et de 1'orthogonalité dans le plan et certains problémes concernant les
triangles, a savoir les relations entre les éléments d'un triangle, les conditions d'égalité de
deux triangles, les propriétés des médiatrices, des médianes, des hauteurs et des
bissectrices.

A ce niveau, on vise & conduire les éléves a sortir du domaine de l'empirisme et a
commencer a mettre en place un raisonnement déductif dans 1'é¢tude de la géométrie.

Par ailleurs, le programme d'algebre vise a étendre l'ensemble des nombres aux
rationnels négatifs. On introduit I'axe des nombres pour représenter les rationnels, puis le
systeme de coordonnées planes pour représenter les couples de rationnels. On fait ainsi
correspondre a un point M un couple (x,y) de nombres rationnels, que I'on appelle le
couple de ses coordonnées. On introduit ensuite la notion de graphique d'une fonction et

on étudie le graphique de f(x) = ax et celui de f(x) =2
X

En huitiéme, les éléves approfondissent 1'étude des polygones, et tout
particulicrement, celle des triangles et des quadrilateres. Aprés 1'étude des trapezes
isoctles, on leur présente la notion de figures symétriques par rapport a une droite. De la
meéme fagon, la notion de figure symétrique par rapport & un point est introduite apres
1'é¢tude des parallélogrammes. Ces connaissances, et notamment les théorémes concernant
la construction de la figure symétrique (par rapport & un axe ou un point) seront
ultérieurement la base de I'étude des transformations.

Le chapitre intitulé “Triangles semblables” commence par “Le théoréme de Thales
dans le triangle”. Ce théoreme n'est étudié que dans le cas particulier de la configuration
en triangle. A l'aide de la propriété des droites paralléles équidistantes, le théoréme est
démontré dans le cas ou les mesures des longueurs des segments sont des entiers ;
l'extension au cas rationnel est admise. Le cas des mesures irrationnelles n'est pas abordé
puisque les éleves ne connaissent, a ce niveau, que l'ensemble des nombres rationnels.

Le programme de géométrie de la classe de neuvieme contient deux parties.

La premiere est consacrée a 1'étude des cercles. On introduit ici la rotation (dans le
plan). C'est la premiere transformation qui est décrite comme application du plan sur lui-
méme. Pourtant, on ne parle pas, 1a encore, d'angle orienté, mais de deux sens possibles
d'une rotation (dans le sens des aiguilles d'une montre ou dans le sens contraire).

Dans la deuxieéme partie, on étudie d'abord le parallélisme et 1'orthogonalité dans
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I'espace, puis on introduit quelques solides essentiels comme le prisme, le
parallélépipede, la pyramide, le tronc de pyramide, le cylindre, le cone, la sphere, enfin
on établit les formules donnant leur aire et leur volume.

Pour résumer, nous pouvons dire que I'apprentissage de la géométrie au college au
Viét-nam peut étre caractérisé comme suit : les éleves travaillent sur des objets
¢lémentaires tels que les points, les droites et les plans et sur des dessins de
configurations usuelles. Les premiers objets géométriques sont présentés de maniére
ostensive. Puis, tout en continuant a introduire de nouveaux objets, du triangle en sixieme
a la sphére en neuvieme, on habitue au fur et a mesure les éleves a démontrer les
propriétés géométriques représentées sur les dessins de ces objets. Dans ce but, on
introduit également, sous la forme de théorémes a admettre, quelques axiomes de la
géométrie €lémentaire.

Les €léeves restent donc toujours, jusque la, dans le cadre de la méthode
synthétique, sans qu'il soit question d'orientation des objets géométriques et sans que
I'on ait recours a des techniques algébriques pour la résolution des problemes
géometriques. Enfin, bien qu'on introduise la notion de repére (avec les seules
coordonnées rationnelles), 1’usage de ce dernier reste limité a la représentation de
quelques fonctions. Il n'y a donc pas a proprement parler d'introduction de la méthode
analytique en géométrie a ce stade.

Ce n'est qu'en dixiéme, avec l'introduction des vecteurs, qu'apparait pour la
premiére fois l'orientation des objets géométriques et le recours aux techniques
algébriques dans I'¢tude de la géométrie élémentaire.

Ainsi, dans le choix d'enseignement effectué au Viét-nam, l'introduction des
vecteurs est-elle vraiment le premier pas de l'algébrisation de la géométrie et du passage
de la géometrie euclidienne, tres tributaire des cas de figures, a la géométrie algébrisée qui
cherche a s'en dégager.

2.2. La méthode vectorielle : une nouvelle méthode pour 1'étude de la
geométrie ?

Les auteurs du programme affirment que l'une des taches principales de
l'enseignement de la géométrie en dixieme consiste & “introduire la méthode vectorielle
[...] dans l'étude de la géométrie. C'est une nouvelle méthode car au collége les éléves ne

disposent que de la méthode synthétique pour étudier des figures géométriques.”
(Nguyén Gia Coc 1990).

Regardons comment cet objectif est pris en compte dans le déroulement du
programme de géométrie de la classe de dixiéme.

Ce programme comporte trois parties dont la premiére est consacrée a l'introduction
de la notion de vecteur, l'addition, la soustraction des vecteurs et la multiplication d'un
vecteur par un nombre. Ainsi, apparaissent ici des objets géométriques nouveaux sur
lesquels on définit des opérations algébriques. Ces objets doivent fournir aux éléves un
nouvel outil pour 1'¢tude de la géomeétrie.

Est introduite ensuite la notion d'axe - définie, a ce niveau, par un point O et un
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vecteur unitaire - puis de repére dans le plan, ainsi que celle de coordonnées d'un vecteur
par rapport a ce repérelo. Les expressions analytiques des opérations vectorielles, qui ont
¢té auparavant définies géométriquement, sont présentées. Tout ceci constitue la base de
la construction de la méthode “vecteur-coordonnées™. '

La deuxi¢me partie du programme de géométrie de la classe de dixieme est
consacrée 4 une étude des relations trigonométriques dans les triangles et les cercles. A
cette occasion, on introduit le produit scalaire de deux vecteurs. Grice a ce produit
scalaire, on démontre quelques formules qui permettent de calculer 1'aire, les angles, les
longueurs des co6tés et des médianes d'un triangle. C'est aussi a 1'aide de ce produit que
l'on introduit la notion de puissance d'un point par rapport a un cercle.

Dans la demiére partie, les transformations géométriques sont définies comme des
applications du plan sur lui-mé€me. Les déplacements du plan (translation, symétrie
orthogonale, rotation), I'homothétie et la similitude sont alors abordés. Les vecteurs sont
utilisés €galement pour l'introduction des notions de translation et d'homothétie.

Les trois parties du programme de géométrie de la classe de dixiéme mettent ainsi en
ceuvre, en accord avec les objectifs annoncés, I'utilisation de ce nouvel outil.

Bien que le mot “espace vectoriel” n'y apparaisse pas, il s'agit de construire, sans le
dire, un espace vectoriel euclidien réel, celui des vecteurs du plan, introduits avec leurs
propriétés d'addition, de multiplication par un nombre réel et de produit scalaire. Les
deux axiomes qui permettent de définir le plan affine a partir du plan vectoriel, la relation

de Chasles et le caractere bijectif de 1'application qui, un point O étant fixé, associe a un
-> -
point M le vecteur u = OM, sont donnés. Les connaissances vectorielles introduites ici

suffisent donc a étudier les propriétés affines et métriques de la géométrie plane.
2.3. Les choix effectués pour l'introduction du vecteur

Nous allons analyser ci-dessous comment les objectifs précédents sont
opérationnalisés, a partir de I'étude du manuel ayant pour auteur Van Nhu Cuong et al.,
qui est le plus couramment utilis¢ dans les provinces du Nord“, parmi les trois
collections utilisées au Viét-nam. Ce manuel est accompagné d'un “Livre du Maitre” dans
lequel on peut trouver les justifications des auteurs sur leurs choix de présentation des
contenus de géomeétrie enseignée en classe de dixieme.

2.3.1. Le vecteur : segment orienté

Les auteurs du manuel présentent aux enseignants, dans le Livre du Maitre, trois
fagons différentes d'introduire la notion de vecteur actuellement retenues, dans différents
pays, pour I'enseignement au niveau de secondaire et justifient leurs propres choix.

1) Le vecteur peut étre considéré comme l'ensemble des couples de points (A, B)

10 Rappelons que le systéme de coordonnées rationnelles (en dimensions un et deux) a déja été introduit en
algeébre en classe de septieme, a partir de “deux axes rectangulaires en O”. La nouveauté est qu'ici la
construction repose sur les vecteurs et prend en compte les coordonnées dans ’ensemble des réels.

11 Ce manuel est une référence dans l'ensemble du pays. C'est notamment a partir de ce dernier qu'ont été
faites les traductions du polycopié utilisé dans l'enseignement en frangais des mathématiques en classe de
dixiéme des filiéres bilingues, dans les lycées d'Ho Chi Minh ville (Van Nhu Cuong, Pham Gia Duc,
Nguyén Viét Hai 1994).
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définissant une translation. Le vecteur est alors associ€ a une translation.

Les auteurs rejettent cette méthode. A leur avis, I'utilisation des translations donne
une définition exacte du vecteur, “mais didactiquement, le vecteur dans cette définition est
loin des connaissances de force, de vitesse... en physique. Par conséquent les éléves
rencontrent des difficultés lorsqu'ils utilisent la notion de vecteur en physique.” (Van Nhu
Cuong et al. 1990b, 10).

2) Le vecteur peut étre considéré comme une classe d'équivalence de segments
orientés. Cette définition permet d'atteindre non seulement un point de vue exact
mathématiquement, mais encore une compatibilité avec la théorie des ensembles : deux
vecteurs égaux sont deux ensembles égaux.

Les auteurs ne choisissent pas non plus cette deuxieme méthode, car : “Cela n'est
pas compatible avec la compréhension des éléves sur l'égalité de deux figures, par
exemple deux triangles égaux, deux cercles égaux ... et avec l'utilisation du vecteur en
physique. D'autre part, lorsque l'on manipule les opérations sur des vecteurs on doit
choisir un élément qui est un segment orienté quelconque dans l'ensemble des segments
orientés définissant le vecteur donné. Cela complique la construction de la théorie et en
fait n'est pas nécessaire.” (ibid., 10).

3) Le vecteur peut étre défini comme un segment orienté, un segment dont on
précise l'origine et 1'extrémité.

C'est cette troisieme méthode qui est retenue par les auteurs du manuel. Ils
choisissent donc de confondre dans un premier temps la notion de vecteur avec celle de
segment orienté. Cependant, ils ont conscience que cette présentation est critiquable du
point de vue mathématique, du fait “qu'elle entraine une définition de 'égalité de deux
vecteurs qui n'est pas compatible avec la théorie des ensembles (deux vecteurs égaux
comportent des ensembles de points différents) ”. Mais ils font remarquer a juste titre que
“les éléves ont déja rencontré la méme chose : deux triangles égaux ou deux cercles
égaux comportent des points différents . lls affirment que “ce que I'on dit "non exact" de
cette définition n'a pas de conséquences néfastes dans la suite de l'apprentissage de la
géométrie, alors qu'une telle définition est favorable a la compréhension des éléves des
notions de physique comme la force, la vitesse ...” et reviennent sur l'affirmation de
l'objectif essentiel de l'introduction des vecteurs qui “est de construire un outil pour
étudier la géométrie mais n'est pas d'étudier profondément cette notion comme un objet
de mathématiques.” (ibid. , 10-11).

Dans ce contexte, afin d'introduire la notion de vecteur, les auteurs partent donc du
segment orienté. Ils appellent vecteur un segment dont I'origine et 1'extrémité sont
precisées.

N

La distinction entre le segment AB et le vecteur AB repose sur le rapprochement
que I'¢leve doit faire entre les deux phrases suivantes :

- “Un segment est pleinement déterminé par ses deux extrémités. Soient A et B ses

deux extrémités, ce segment est alors appelé AB ou BA.”

- “Selon cette définition, si A et B sont deux points distincts, alors on a deux

- -
vecteurs différents AB et BA »” (Van Nhu Cuong et al. 1990a, 3).
Les éléves sont censés en conclure que par deux points distincts A et B on définit
un seul segment, mais deux vecteurs (puisque les deux “extrémités” du vecteur ne jouent




28

pas le mé€me role).

2.3.2. Comment définir les opérations sur des segments orientés ?

Le vecteur ainsi introduit est donc un segment orienté, c'est-a-dire un “vecteur lié a
un point”, son origine. Regardons alors comment pourraient, a partir de 13, &tre définies
les opérations vectorielles, avant d'étudier comment cela est fait dans le manuel.

Si on s'arréte a l'ensemble des vecteurs liés, on ne peut définir I'addition, la
soustraction et la multiplication par un nombre que sur un sous-ensemble V(O) formé de
vecteurs ayant une méme origine O.

- -
Dans ce cas, la somme de deux vecteurs OA et OB est déterminée comme suit : on

appelle I le milieu du segment [AB] ; si O et I ne sont pas confondus, on prend le point C

sur la droite (OI) tel que I'soit le milieu du segment [OC] ; si I se confond avec O, le
—> —>
point C pris est O, lui-méme. Le vecteur OC est appelé la somme de deux vecteurs OA

_)
et OB . On peut aussi commencer par le cas de deux vecteurs colinéaires (d'abord de
meéme sens puis de sens opposé), puis dans le cas ou les deux vecteurs ne sont pas
colinéaires, le point C est l'unique point tel que OACB soit un parallélogramme.

A - C
1
OM
—> - . .
L'opposé du vecteur OA est le vecteur OA' de méme direction et de sens opposé.
- — -

La différence de deux vecteurs OA et OB est définie par la somme de OA et l'opposé
— —
OB' de OB.
— — )
Le produit k OA est le vecteur OD tel que D appartienne au rayon [OA) si k> 0,

N
au rayon opposé de [OA) si k <0, et la longueur de soit |k|.||OA||. Enfin, si k=0, le
point D est O lui-méme.

Il est facile de vérifier qu'avec les opérations définies comme ci-dessus V(O) est un
espace vectoriel de dimension deux sur [R. Autrement dit, dans 1'ensemble V(O) des
vecteurs ayant une méme origine O, la somme, la différence et le produit par un scalaire
définis ci-dessus sont totalement déterminés. De plus, ces opérations vérifient les
propriétés commutativité, associativité, distributivité.

Le produit scalaire de deux vecteurs de V(O) peut étre défini de fagon analogue a ce
qu'on fait, pour les vecteurs libres'2. Avec ce produit, V(O) devient un espace vectoriel

12 Pour définir le produit scalaire de deux vecteurs, on utilise l'une des trois expressions suivantes (elles
sont équivalentes, a partir de 'une on démontre les deux autres) :

- 1 =, - -
a.b =5(la+b I -1 a I2-11 5 112)
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euclidien réel de dimension deux.

2.3.3. Vecteur lié ? Vecteur libre ? Vecteurs physiques ? Vecteur
géomeétrique ?

Pourtant, pour que les connaissances vectorielles puissent fournir un outil efficace
dans I'étude de la géométrie, il faut nécessairement qu'elles permettent de faire des calculs
sur des vecteurs n'ayant pas méme origine. Cela ne peut pas étre résolu en “ramenant” les
vecteurs a une méme origine O. On bute toujours sur le probleme de la détermination
univoque du résultat des opérations vectorielles.

Il est donc clair que si I'on veut introduire la méthode vectorielle dans I'étude de la
géométrie, il est indispensable de passer aux vecteurs libres (classes d'équivalence de
bipoints équipollents ou classe d'équivalence de segments orientés).

Comment les auteurs s'y prennent-ils ?

Notre analyse du manuel met en évidence deux lieux ou les auteurs introduisent
implicitement le vecteur comme classe d'équivalence.
1) Dans quelques exercices traités a la suite de la définition de deux vecteurs égaux.

Voici deux de ces exercices :
. : > . —
Exercice 2 : Etant donné le vecteur AB. Tracer certains vecteurs égaux a AB.

Exercice 3 : Etant donnés le vecteur et le point C. Déterminer le point D tel que

- —
AB = CD. Démontrer l'unicité de D. (Van Nhu Cuong et al. 1990a, 5).

Les auteurs précisent, dans le Livre du Maitre, que par ces exercices, il s'agit de
présenter “I'application d'un vecteur en un point donné. Cette application d'un vecteur en
un point donné constitue la base sur laquelle, a partir de la legon suivante, on réalisera les

opérations vectorielles. Elle exprime implicitement B e fait qu'un vecteur est une classe
d'équivalence de segments orientés.” (Van Nhu Cuong et al. 1990b, 75).

2) Avant de pouvoir donner la définition de la somme de deux vecteurs, les auteurs
sont obligés de faire une “mise au point” :

_>
“Pour noter un vecteur quelconque on peut écrire AB ou parfois il est suffisant de

R -
noter a, b, x ouy,...

_)
[...] Soit un vecteur a et un point quelconque O, alors il existe un point et un seul

- -
Atelque OA = a ” (Van Nhu Cuong et al. 1990a, 6).

C'est cette affirmation qui est censée faire passer 1'¢leve de la notion de vecteur
introduite initialement & un vecteur comme classe d'équivalence de segments orientés.
Cependant, cela n'est fait que de fagon implicite, il y a donc dans le manuel une ambiguité

= -
Il'allllbllcos(a ,b)

= XX +Y1Y2, 8i (X1, Y1) et (X2, y2) sont respectivement les coordonnées des vecteurs a et b .
C'est nous qui soulignons.

ol w]

v
v

1

w
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entre le vecteur lié et le vecteur libre.

Notre analyse est confirmée par les précisions apportées par les auteurs du manuel
_)

dans le Livre du Maitre : “En donnant le vecteur a on donne aussi I'ensemble des
- — - -
vecteurs égaux a a . Si a partir d'un point A on trace le vecteur AB = aalors AB est

le vecteur lie (I'origine est déterminée). La distinction entre le vecteur libre et le vecteur lié
[...] n'est pas abordée dans le manuel”"* (Van Nhu Cuong et al. 1990b, 15).

Si les auteurs affirment, comme nous l'avons vu ci-dessus, que ce choix “est
Jfavorable a la compréhension des éleves des notions de physique comme la force, la
vitesse ... ”, ils soulignent par ailleurs eux-méme sur ce point I'ambiguité de la notion de
vecteur en physique et en mathématiques : “Les éléves rencontrent pour la premiere fois la
notion de segment orienté lorsqu'ils étudient “la force” en physique (en classe de
septiéeme). Peut-étre pensent-ils donc que le vecteur est une notion de physique alors que
c'est une notion de mathématiques ayant des applications en physique et dans d'autres
domaines.” (ibid., 8).

Il nous parait intéressant de citer a ce sujet Dorier (1997b). Se plagant dans une
problématique d'approche écologique des savoirs (Chevallard 1991), qui permet de
rendre compte, pour 1'étude de la vie d'un savoir donné, non seulement de la différence
de lieux dans lesquels on peut observer son fonctionnement, mais aussi des différences
structurelles de ces lieux, Dorier distingue trois types de vecteurs.

I1 les appelle vecteur géométrique, vecteur algébrique et vecteurs physiques,
distinguant ainsi les vecteurs qui apparaissent dans trois habitats écologiques différents de
I'enseignement : la géométrie élémentaire, l'algébre linéaire et la physique.

Dr'apres la signification que Dorier attache a ces termes, le vecteur géométrique est
le vecteur (du plan ou de l'espace) défini de fagon géométrique par trois caractéristiques
(longueur, direction et sens). Le vecteur algébrique est le vecteur défini axiomatiquement
par des propriétés algébriques. Les vecteurs physiques sont de plusieurs sortes : “vecteur
lié” (a origine fixe : représentant de la force), “vecteur glissant” (a direction fixe :
représentant de la vitesse), “vecteur axial” (dont le signe dépend de 1'orientation choisie
pour le repere spatial : représentant du moment d'un couple de forces), “champ de
vecteurs”, etc. Toutes ces sortes de vecteurs physiques peuvent étre définies & partir du
vecteur algébrique ou du vecteur géométrique (cf. Dorier 1997b).

11 est clair que les vecteurs physiques et le vecteur géométrique n'ont pas le méme
statut. En mathématiques, le fait qu'un vecteur soit une classe d'équivalence de segments
orientés, et non un segment orienté, conditionne I'existence d'opérations vectorielles. Le
passage du vecteur-segment orienté au vecteur-classe d'équivalence est donc
indispensable en mathématique, tandis que I'aspect de structure algébrique semble moins
important en physique. Ainsi, une distinction explicite entre le vecteur géométrique et les
vecteurs physiques est bien nécessaire.

14 C'est nous qui soulignons.
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2.3.4. Quelques contradictions relevées lors de 1'analyse du
manuel

A propos des opérations vectorielles

Le choix des auteurs de ne pas expliciter la différence entre les deux types de
vecteurs (li€ et libre) et de laisser dans le domaine de l'implicite la construction d'une
conception correcte du vecteur géométrique a provoqué des ambiguités dans la mise en
texte de certains savoirs abordés dans le manuel.

En ce qui concerne les opérations vectorielles, elles sont définies sur les vecteurs
libres. Mais les auteurs auraient -ils pu faire autrement ?.

L'addition, la soustraction et la multiplication par un nombre réel sont définies a
travers la construction géométrique des vecteurs somme, différence et produit par un

scalaire. Par exemple, la somme de deux vecteurs est définie comme suit :
- —

“ Soit deux vecteurs a et b A partir d’un point quelconque A, on trace
— - oo ) — - -
AB = a, puis, a partir de B, on trace BC =b. Le vecteur AC est appelé

- - -
somme des vecteurs a et b et on note : AC =a + b ” (ibd. , 6).

_)// B
2 >

a
I

ol

A
2+0 C

— - -
Selon cette définition, AC estla somme de a et b . Or, puisqu'on peut changer le

choix de A, la somme de deux vecteurs donnés n'est pas déterminée.
Nous retrouverons ce probleme du choix du représentant d'un vecteur lors de
I'¢tude de la différence de deux vecteurs et du produit d'un vecteur par un nombre.

Une autre contradiction apparait dans le paragraphe “ différence de deux vecteurs .
dans lequel les auteurs abordent tout d'abord la notion de vecteur opposé et démontrent
ensuite comme suit I'existence et 'unicité du vecteur opposé :

- -

“ Etant donné un vecteur a, il existe toujours un vecteur et un seul, x, tel que
- 5> -
atx=0.
, — - -> oS S
Evidemment, si on trace AB = a , on appelle x = BA alors AB+BA =0

- - > -

Si x' est un vecteur tel que a+x' = 0 selon les propriétés de la somme deux
vecteurs, on a :

R e T S S e e T T
x=x+0=x+(a+x)=(x+2)+x =0+%x =%
> -

D'ou x =X%'.
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- - - -
On appelle x vecteur opposé de a etonnote x =—a.” (ibid., 9).

On note ici un décalage entre le souci de pragmatisme dans le choix de la définition

d'un vecteur (qui rend évident le fait que B—,)A est I'oppose de A?B) et le souci de rigueur
dans la démonstration de l'unicité, dont on se demande ce que les éleves peuvent en
penser. Si on reste dans la vision pragmatique du début, cette démonstration qui est trés
formelle, semble bien superflue.
- o
La différence de deux vecteurs a et b est définie a partir de la somme des deux
- -

vecteurs a et (- b). Ici, on voit également une contradiction avec le choix initial, car

cette définition de la différence n'est pas une définition “géométrique”. De fait, les auteurs
ne peuvent pas s'en sortir : il est impossible de définir les opérations sur les vecteurs
comme seuls segments orientés.

A propos du vecteur nul

Le vecteur nul n'a de sens que lorsque 1'aspect algébrique intervient : sa présence
conditionne l'existence de la somme de deux vecteurs opposés ainsi que la différence de
deux vecteurs égaux. Géométriquement, le vecteur nul qui n'a pas de direction et dont la
norme est nulle est plus difficile a4 concevoir.

Comment les auteurs du manuel étudié prennent en compte ce fait ?

Le vecteur nul est introduit par la définition suivante :
— —
“Si A et B sont confondus, AB et BA sont identiques. Dans ce cas, ce vecteur est

appelé vecteur nul.” (Van Nhu Cuong et al. 1990a, 3).

Rappelons qu'en sixiéme, la notion de segment n'est considérée que dans le cas de

deux points distincts, il n'y a donc pas de “segment nul”. Il existe donc une contradiction
_)
avec la définition que 1'on vient de présenter : comment peut-on parler des vecteurs AB et
_)
BA si on n'a pas de segment [AB] et [BA] dans ce cas ?

11 y aici, a notre avis, une nouvelle ambiguité dans la présentation du manuel. Cette
ambiguité risque de provoquer des difficultés pour 1'¢léve dans l'apprentissage de ces
notions nouvelles.

De plus, le fait que la distinction entre un vecteur et ses représentants n'est pas
explicitée peut amener les €léves a croire qu'il y a autant de vecteurs nuls que de points
dans le plan.

2.4. L'introduction des caractéristiques d'orientation du vecteur

Comment les deux caractéristiques d'orientation du vecteur (direction et sens) sont-
elle introduites ?

Pour définir 'égalité de deux vecteurs, le manuel s'appuie sur des notions connues
_)
de 1'¢leve (droite, sens d'un chemin,...). La définition de 1'égalité de deux vecteurs AB
_)
et CD est présentée en utilisant simultanément le langage mathématique et le langage de la
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vie quotidienne :
- - .
“ Deux vecteurs AB et CD sont égaux si :

a) les deux droites (AB) et (CD) sont parallé¢les ou confondues et telles que sur ces

droites le sens de A 4 B est le méme que celui de C a D,

— — — -
b) les longueurs des vecteurs AB et CD sont égales : || AB || =||CD||

. - - > -
Si deux vecteurs AB et CD sont égaux, on note AB=CD.”

(Van Nhu Cuong et al. 1990a, 4).

Les auteurs n'introduisent pas la notion de direction (ni celle de support) du vecteur

N
AB, mais parlent de “la droite (AB)”. Par ailleurs, l'utilisation de la langue naturelle “le
sens de A a B” renvoie I'é1éve a la signification du sens d'un chemin dans la vie courante.
En outre, en ce qui concerne le sens d'un vecteur, les éleves peuvent se référer a la
définition de deux vecteurs de méme sens, qui est donnée sous une rubrique “Attention” :
“Si deux vecteurs ne vérifient que la condition a), on dit qu'ils ont méme sens.”
(ibid., 5). :
Cette définition se présente implicitement comme une convention : on considere que

_)
le sens du vecteur AB est le sens de A a B. Le terme “sens du vecteur” est utilisé dans la
suite du manuel.

Dans le Livre du Maitre les auteurs justifient leur choix de contourner l'introduction
d'une définition mathématique des vecteurs de méme sens en parlant des complications
que cette définition peut provoquer dans la pratique des éleves. Le sens du vecteur (de
l'origine & l'extrémité) est un des deux sens de la droite contenant ce vecteur.

Mathématiquement, dans le cas ou les points A, B, C, et D ne sont pas alignés, deux
— -
vecteurs AB et CD sont de méme sens s'ils se situent sur deux droites parall¢les et

appartiennent au méme demi-plan dont la frontiére est la droite (AC) liant leurs deux

— -
origines. Deux vecteurs AB et EF sont de sens opposés s'ils se situent sur deux droites

paralléles et appartiennent aux deux demi-plans opposés dont la frontiere est la droite

_)
(AE) liant leurs deux origines. Dans le cas ou les points A, B, C, et D sont alignés, AB
_)
et CD sont de méme sens si I'une des deux demi-droites [AB) et [CD) est contenue dans

l'autre. Ces deux vecteurs sont de sens opposés si I'une des deux demi-droites [DC) et
[AB) est contenue dans l'autre (cf. Van Nhu Cuong et al. 1990b, 12).

. En pratique, les éléves doivent utiliser la transitivité de la relation “avoir méme
sens” des vecteurs. La démonstration de la transitivité n'est pas simple pour les éléves a
partir de la définition de vecteur de méme sens qur leur a été donnée. Alors que “les
conceptions de “sens”, de “méme sens”, de “sens opposé” sur une droite ne sont pas
étrangeres aux lycéens. Au contraire, elles sont habituelles pour eux, par exemple "le sens
unique”, “deux amis vont ensemble de la maison a l'école”, ““deux voitures circulent dans
le sens opposé”, ..., sont des situations qu'ils ont rencontrées dans la vie courante ainsi
que dans plusieurs probléemes mathématiques du niveau de collége.” (ibid., 12).

Sur le plan didactique, donner une définition mathématique de la notion de vecteurs
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de méme sens n'est en effet pas nécessaire. 1l suffit de faire comprendre aux éléves que la
notion de sens n'est pertinente que pour des vecteurs de méme direction (vecteurs se
trouvant sur des droites paralleles ou confondues, selon les termes employés par les
auteurs).

Cependant l'utilisation, dans le manuel, de la langue naturelle (sens de A a B) jointe
au fait que I'on ne parle ni de direction ni de support d'un vecteur, risque de ne pas mettre
suffisamment en évidence le fait que 1'on ne peut comparer que le sens des vecteurs de
méme direction (ou de méme support). '

2.5. Utilisation de l'outil vectoriel

Nous allons maintenant examiner dans quelle mesure le manuel étudié met en
pratique la démarche affichée dans les objectifs des auteurs, a savoir se baser sur les
vecteurs pour introduire des notions nouvelles et entrainer ensuite les éléves a résoudre
des problémes de géométrie en utilisant ce nouvel outil, comme I'exprime cet extrait du
Livre du Maitre : “Le programme de géométrie de classe de dixiéeme est changé. Ce
changement ne consiste pas a ajouter ou a soustraire des savoirs mathématiques de "fagon
arithmétique", mais dans la nouvelle structure du systéme de connaissances et dans
l'introduction d'un nouvel outil pour la résolution de probléemes géométriques.” (Van
Nhu Cuong et al. 1990b, 106)

De ce point de vue, la prise en considération du role de I'outil vectoriel dans
l'enseignement de la géométrie en dixieéme devrait se refléter au travers d'une part de la
structuration du texte du savoir, d'autre part du choix des exercices proposés aux €leves.

2.5.1. Structuration du texte du savoir

Comme nous l'avons déja précisé, ce manuel comporte trois chapitres. Le premier
est consacré a l'introduction de la notion de vecteur, de 'addition, de la soustraction et du
produit par un scalaire, puis des coordonnées d'un vecteur dans un repere. Dans le
deuxieme chapitre, les auteurs introduisent certaines relations trigonométriques dans les
triangles et les cercles. Les transformations du plan font 1’objet de I'étude du troisiéme
chapitre. Regardons comment sont utilisés les vecteurs dans la présentation des contenus
de ces deux derniers chapitres.

Vecteurs et relations trigonométriques

Dans le deuxieme chapitre, pour introduire des relations trigonométriques dans le
triangle, les auteurs présentent d'abord le produit scalaire de deux vecteurs. _
Grace a ce produit scalaire, ils démontrent quelques théorémes, le théoréme de “la

. . 15 . « . . 516 . .
fonction cosinus” ", celui de “la fonction sinus” " ainsi que les formules de calcul des
longueurs des médianes d'un triangle par exemple. Ils précisent que le théoreme de

15 ABC étant un triangle quelconque (AB =c, BC=a, CA=b):
a2 = b2 + ¢2 - 2bc cosA
b2 = a2 + ¢2 - 2ac cosB
c2 = a2 + b2 - 2ab cosC

16 ABC étant un triangle quelconque :

a _ b __¢C
sin A sin B sin C
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Pythagore est un cas particulier du théoréme de “la fonction cosinus”, mais il n'y a aucun
retour sur le théoréme de Thalés. Nous reviendrons en détail sur ce point lors de I'étude
sur l'articulation de I'enseignement des vecteurs avec celui des autres connaissances
géométriques.

Dans cette premiére partie du chapitre, 1'outil vectoriel intervient donc pour
démontrer des théoremes qui s'énoncent sans utiliser le langage vectoriel.

Néanmoins, a la fin du chapitre on trouve deux utilisations de nature différente du
calcul vectoriel.

Tout d'abord, a l'aide de la relation de Chasles, les auteurs démontrent que pour

-
chaque point M du plan, le produit MA. I\TB, ou A et B sont les points d'intersection
d'un cercle donné et d'une droite quelconque passant par M, est constant. Cette
expression est utilisée ensuite pour définir la puissance d'un point M par rapport a un
cercle. Ici une notion nouvelle est introduite dans une formulation qui utilise explicitement
les vecteurs.

Enfin, sont démontrées deux propositions concernant la condition nécessaire et

suffisante pour qu'un quadrilatére soit inscrit dans un cercle!” et pour qu'une droite soit

tangente & un cercle donné!®. Ici on donne donc une formulation vectorielle & des
propriétés géométriques déja connues.

Vecteurs et transformations

La notion de translation a des liens trés étroits avec celle de vecteur. Dans
l'enseignement on peut :

- soit définir d'abord la translation, puis le vecteur par la classe des couples de points dont
le second est l'image du premier par la translation ;
- soit définir d'abord le vecteur, puis la translation & partir du vecteur.

Au Viét-nam, le choix effectué est de définir d'abord le vecteur.

D'apres les auteurs du programme, la définition du vecteur comme bipoint
déterminant une translation est “moderne et exacte mais comporte des inconvénients. [...]
Selon la position de l'axiomatique de Weyl, 'axiomatique la plus moderne pour la
reconstruction de la géométrie euclidienne, le vecteur est l'objet élémentaire, on part de la
pour présenter les autres notions, en particulier les transformations. Il convient donc
d'introduire les transformations en se basant sur les vecteurs.” (Tran Thuc Trinh 1985,
18). .

Ce point de vue conduit a introduire la translation aprés l'enseignement des
vecteurs.

Dans le manuel, les auteurs présentent d'abord une définition ponctuelle d'une
transformation générale du plan :
“ La transformation f est une régle qui permet de faire correspondre a un point

- > —> —>
17 Le quadrilatére ABCD est inscrit dans un cercle si et seulement si MA . MB=MC . MD , ou M est
le point d'intersection des droites (AB) et (CD).
18 Etant donné un triangle ABC et M un point pris sur la droite (BC), MA est la tangente au cercle

e
(ABC) si et seulementsi MAZ = MB. MC.
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quelconque M le point M' complétement déterminé. [...] On dit que [...] M' est

l'image de M par rapport a la transformation f.” (Van Nhu Cuong et al. 1990a, 63).

Les symétries centrale et orthogonale ainsi que la translation sont ensuite introduites
comme des exemples de ces transformations. Par exemple :

%
“ Soit un vecteur quelconque v . Pour chaque point M on détermine le point M' tel

- > -
que MM’ =v . Une telle transformation est appelée translation de vecteur v et est
notée T_,” (ibid., 64).

v

Les vecteurs sont également utilisés ensuite pour introduire 'homothétie :
*“ Soient un point O et un nombre k # 0. La transformation qui fait correspondre a

— -
un point quelconque M le point M' tel que OM' =k. OM. est appelée 'homothétie de

centre O et de rapport k et est notée Vok.” (ibid., 71).

De plus, les démonstrations des propriétés de 1'homothétie, la conservation du
rapport des distances et celle de l'alignement par exemple, sont réalisées grace a l'usage
des vecteurs.

Les auteurs mettent donc bien en pratique 'intérét de l'utilisation de 1'outil vectoriel
pour 1'étude des contenus introduits dans I'enseignement de la géométrie de dixieme.

2.5.2. Utilisation de 1'outil vectoriel dans les exercices

Regardons maintenant comment se fait I'exploitation de ce nouvel outil a travers les
exercices proposés aux éleéves. Comme chacun des trois chapitres a sa fonction propre,
nous effectuerons I'analyse des exercices chapitre par chapitre.

Afin de mettre en évidence le domaine de fonctionnement des connaissances
vectorielles, nous classons les exercices figurant dans le chapitre 1 et dans le paragraphe
10 du chapitre 2 ou sont introduites les notions et les opérations vectorielles, en fonction
du statut d'objet ou d'outil du vecteur dans 1’exercice.

De ce point de vue, nous définissons deux types d'exercices.

- Premier type : les exercices ayant pour but d'approfondir les notions relatives au
vecteur, aux opérations portant sur des vecteurs et aux coordonnées du vecteur. Ils visent
l'approfondissement de la théorie et de certaines techniques nécessaires pour manipuler
des expressions vectorielles.

- Deuxiéme type : les exercices ayant pour but d'appliquer des connaissances
concernant le vecteur pour démontrer des résultats géométriques.

11 existe en fait un troisieme type d'exercices, se situant entre les deux types
précédents, pour lequel il s'agit de traduire en langage vectoriel les propriétés connues de
figures géométriques, et réciproquement. S'il ne s'agit pas vraiment d'une utilisation de
l'outil vectoriel, c'est cependant un entrainement a ce qui représente une premiere étape
cruciale dans le processus de résolution de problémes géométriques en utilisant les
vecteurs comme outil.

Nous distinguerons donc ci-dessous les exercices, selon qu’il s’agit d’exercices
portant sur le vecteur objet mathématique (vecteur objet), d’exercices consistant en la
traduction de propriétés géométriques en langage vectoriel, y compris des expressions
analytiques concernant les coordonnées des vecteurs (traduction vectorielle), ou
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d’exercices pouvant étre résolus en utilisant I’outil vectoriel (vecteur outil). Comme
l'utilisation de la méthode “vecteur-coordonnées” est une forme de celle de l'outil
vectoriel, les exercices résolus par cette méthode sont €galement classés dans la catégorie
“vecteur outil”.

Tableau ! : Caractérisation des exercices proposés dans le chapitre 1 et le paragraphe 10 du chapitre 2

Situation de I’exercice | €galité |addition| soustr- [ produit | Coor- | Fin de |produit
de2 action | par un [données|chapitre|scalaire
; Total
vecteurs scalaire 1
Type d’exercice
vecteur objet 4 - 4 3 1 5 8 5 30
traduction vectorielle 2 3 3 7 4 2 21
utilisation de la
vecteur méthode vectorielle 0 0 4 4
outil utilisation de la
méthode "vecteur- 9 4 1 14
coordonnées"
total 6 7 6 8 14 20 8 69

Ce tableau montre que :
- 30 des 69 exercices (soit 43,5%) concernent 1’étude du vecteur objet ;
- 18 sur 69 exercices (soit 26,1%) concernent l'utilisation de I'outil vectoriel. Mais, 14 sur
18 des exercices de ce type ne font intervenir que 'utilisation de la méthode “vecteur-
coordonnées”.

I1 semble donc que I'outil vectoriel (indépendamment des coordonnées) ne soit pas
vraiment exploité dans ce chapitre (4/69 = 5,8% des exercices).

Cependant, pour pouvoir utiliser 1'outil vectoriel dans des démonstrations de
problemes géométriques, I'é1€ve doit savoir traduire en langage vectoriel des propriétés
connues des figures géométriques, et réciproquement. Or, le type d'exercice “traduction
vectorielle®, considéré comme un pont essentiel reliant le type “vecteur objet” au type
“vecteur outil” est bien représenté (21/69 = 30,4%).

11 faut de plus remarquer que dans le texte des exercices du type “vecteur outil”, soit
I'hypothese, soit la conclusion sont formulées en terme de vecteurs ou de coordonnées :
aucun texte d'exercice n'est donc donné sans utiliser les vecteurs et les cordonnées.
Autrement dit, on ne propose pas a 1'éleéve, dans ce chapitre, de résoudre des problemes
de géomeétrie élémentaire par la méthode vectorielle, sans indication de cet outil dans
1'énoncé.

Le tableau 2 montre que ceci évolue dans le deuxiéme chapitre. On trouve en effet
dans ce chapitre plusieurs exercices dont I'énoncé n'est pas donné en langage vectoriel et
qui peuvent étre résolus par 'outil vectoriel (20/66 = 30,3%).

Tableau 2 : Caractérisation des exercices proposés dans le chapitre 2

Nombre

Type d'exercice .
d'exercices
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Pas de vecteurs dans 1'énoncé et pas de vecteurs dans la résolution 33
Pas de vecteurs dans 1'énoncé mais possibilité d'utiliser les vecteurs dans la résolution 20
Vecteurs dans 1'énoncé 3

Pourtant, comme la plupart des exercices figurant dans le chapitre 2 concernent
l'orthogonalité, le calcul des longueurs et des aires, et la puissance d'un point par rapport
a un cercle, l'usage de l'outil vectoriel ne concerne essentiellement que la relation de
Chasles et le produit scalaire.

La translation et 1'homothétie n'occupent qu'une partie du chapitre 3 qui est
consacré a I'étude systématique des transformations du plan. Cependant, pour résoudre
les exercices concernant la translation et 'homothétie les éleéves doivent utiliser 1'outil
vectoriel.

Pour résumer, nous pouvons dire que les auteurs mettent bien en pratique les
objectifs annoncés qui consistent a utiliser les vecteurs comme outil pour introduire des
notions nouvelles. L'intérét de cet outil est aussi mis en ceuvre, dans une certaine mesure,
a travers les exercices proposés aux éleves. Cependant, le type de problémes abordés ici
n'est pas varié. Par exemple, on ne demande jamais aux éleves de démontrer 1'alignement
de points ou le parallélisme de droites. L'outil vectoriel n'est donc pas vraiment exploité
sous tous ses aspects dans les exercices.

2.6. Articulation de la notion de vecteur avec les connaissances
géométriques enseignées au niveau secondaire

2.6.1. Un exemple : vecteurs et théoréme de Thalés

Le théoreme de Thalés a un rapport trés étroit avec la structure d'espace vectoriel
des vecteurs géométriques du planlg, c'est pourquoi il nous parait ici nécessaire de
consacrer un paragraphe spécial a I'analyse de son enseignement en relation avec celui des
vecteurs.

Le théoréeme de Thales est également lié au probléme délicat de la construction de la
droite réelle. Or, nous l'avons vu plus haut, au Viét-nam, ce théoreme est introduit en
classe de huitieme, & un moment ou les éléves ne connaissent que I'ensemble des
nombres rationnels. Rappelons qu'a ce stade, le théoreme n'est abordé que dans la
configuration du triangle. Sa démonstration est établie dans le cas ou les mesures des
longueurs des segments AB et AB' sont des entiers, son extension au cas rationnel étant
admise. Voici les énoncés introduits dans le manuel de géométrie de 8¢ :

19 A ce propos, le travail de Matheron (1994) apporte une analyse intéressante sur la dialectique "ancien-
nouveau" dans I'enseignement effectué en France.
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"Théoréme : Si une droite coupe deux cotés d'un triangle et est paralléle au troisiéme
coté, alors elle détermine sur ces c6té des couples de segments correspondants
proportionnels.

Réciproque : Si une droite coupe deux cotés d'un triangle et détermine sur ces cotés
deux couples de segments correspondants proportionnels, alors elle est parallele au
troisieme coté.

Conséquence : Si une droite coupe deux cotés d'un triangle et est parallele au
troisieéme c6té, alors elle forme un nouveau triangle ayant trois co6tés correspondants
proportionnels aux trois cotés du triangle donné.

Attention : Cette conséquence est aussi vraie dans le cas ou la droite donnée coupe
deux droites contenant deux c6tés du triangle (voir la figure)."(Géométrie 8¢ 1996,
57-58-59).

En neuviéme, l'ensemble des nombres est étendu aux réels, mais on ne reprend pas
ce théoréme pour le démontrer dans le cas des mesures quelconques. Cependant, en
réalité, l'utilisation du théoréme n'est pas limitée au cadre des mesures rationnelles. Il
reste ainsi une partie cachée dans I'établissement du théoreéme, celle relative a la
construction de la droite réelle.

Pourtant, l'introduction de 1'addition vectorielle et de la multiplication d'un vecteur
par un nombre réel, donnerait une occasion de reprendre ce théoréme dans le cas général.
Mais cela n'est pas fait dans le manuel. Ce probléme n'est pas non plus proposé en
exercice.

Donc, officiellement, les éléves ne connaissent pas le théoreme de Thalés sous sa
forme vectorielle ni dans le cas général. Pourtant, pour démontrer la distributivité de la
multiplication d'un vecteur par un nombre réel les auteurs sont obligés d'utiliser ce
théoreme. En effet le théoreme de Thales et la loi de distributivité sont tres liés : il faut
admettre 1'un pour démontrer l'autre. C'est ce que nous allons a présent détailler.

De la distributivité au théoréme de Thalés
. . . - - . _) _) _) —> .
Si on considere la distributivité k( a + b )=k a +k b comme un axiome de I'espace

vectoriel, le théoreme de Thales n'en devient qu'une conséquence dans l'espace affine
associé.
En effet, la formulation vectorielle du théoréme est :

) — - — -
Si(AA)// (BB)//(CC)et AC=kAB,alors AAC=kA'B.
Démonstration : Tragons la droite passant par A et parallele a (A'C'). Elle coupe (BB") et
— — - -
(CC") en Bj et Cj. II est clair que A'C'=AC; et A'B'=AB;y, il convient donc de
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- -
démontrer que AC;=k AB;.

N\
A\

CB/ \:lC ‘30
/"N N\

— —
Sur la droite (CC') on prend le point D tel que CD=kBB; On a:

s — — - - —
AD=CA +AC' =kBA+kAB =k(BA+ AB')=kBB
D'ou : D e (ABy).

— — —
Donc nécessairement D et C; sont confondus et AC;(=AD) =k AB;

De méme, la réciproque du théoréme, dans le cas ou A = A', est immédiate.

En effet, si les propositions précédentes sont vraies, on a :
-> -

- > —
CC' AC+CD=k AB+ k BBI k(AB+BB;)=k AB;
Donc (CC') est paralléle a (BB').

Dans le cas oil A et A’ sont distincts, il faut rajouter dans l'hypothése de la
“réciproque” du théoréme de Thales, que (AA'") est parallele a (BB'), on obtient alors que

- - > - -> > -
CC= CA+AA+A'C' kBA +AA'+kA'B =k(BA+ AB|)+ AA

= kBB1+ AA' = mAA'
D'ou on déduit que (CC") est également parallele a (AA") et (BB').

. - . . . . % % % %
Ainsi, en admettant la distributivité k(a + b )=k a +k b on peut démontrer

facilement le théoréme de Thalés et sa réciproque.

Mais ce n'est pas le choix des auteurs : dans le manuel la loi de distributivité est
démontrée. Montrons comment la démonstration introduite dans le manuel s'appuie en
fait sur le théoréme de Thalés et sa réciproque.

Du théoréme de Thalés a la distributivité
Voici la démonstration proposée dans le manuel :

- - - -
“-Si k=0: évidlemment, k(a+b)=ka+kb
- Considérons le cas ou k>0 :
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-~
B
240 Ko
0.
2 AN
- - - -

A partir d'un point quelconque 0, on trace OA = a , puis a partir de A on trace AB= b
-> o -

Ona: OB=a+b.

Sur les deux rayons [OA) et [OB) on prend deux points A' et B' tel que OA'=k OA ,
OB'=k OB.

Selon la définition de la multiplication d'un vecteur par un nombre :

- - - - - - -
OA'=kOA=ka et OB =kOB=k(a+ b) (¥)
- —

D'autre part, il est évident *° que A'B' et AB sont de méme sens,

: - - - - -
et que, de plus, | A' B'||= [k|.| AB]|, c'est-a-dire que A'B' = kAB = kb

- - - R

Donc: OB =0A'+A'B =ka+kb (*%

- o> - -
De (*) et (**) on déduitquek(a+b )=k a+kb
- Si k<0 : démontrer de maniére analogue mais prendre respectivement deux
points A' et B' sur deux rayons opposés de [OA) et de [OB).”
(Van Nhu Cuong et al. 1990a, 13).

Si I'on considere les contenus enseignés jusqu'ici, ce qui est affirmé “évident” par
les auteurs est en fait le résultat d'un processus de raisonnement assez compliqué pour les

- > - —
¢leves. En effet, si a et b ne sont pas de méme direction, le fait que A'B'et AB sont

_)
de méme sens est déduit de la réciproque du théoreme de Thales, et I'égalité || A'B'||=

N
[k|.|| AB|| résulte de la conséquence de ce théoreme, conséquence présentée en huitieéme et
citée ci-dessus par nous. Dans le cas ou et sont de méme direction, il faut calculer la
longueur de [A'B'] en fonction de celle de [AB].

En un mot, pour démontrer la distributivité, les auteurs sont obligés d'utiliser
implicitement le théoreme de Thalés et sa réciproque dans le cas des mesures
quelcongques, alors que ce théoréme n'a pas été étudié auparavant par les éléves.

Toujours a propos du théoréme de Thalés

Notre analyse du manuel montre une autre contradiction créée, sans le vouloir, par
les auteurs.

Lors de la présentation des propriétés de 1'homothétie, les auteurs introduisent le
théoréme suivant ;

20 C'est nous qui mettons en italique.
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“ Si A' et B' sont les images respectivement des points A et B par I'homothétie de

- -
rapport k, alors: A'B' =k AB
Ce théoréme est démontré par les auteurs comme suit :

“ Supposons que O est le centre de 'homothétie donnée. On a :
— - - - )
OA' =kOA et OB =kOB. On en déduit que
-> o

- — — -> - -
A'B = OB -OA' = kOB- kOA = k(OB- 0A) =k AB .” (ibid., 72).

Enfin, une conséquence de ce théoreme est énoncee :

“Si A' et B' sont les images respectivement des points A et B par I'homothétie de
rapport k, alors (A'B") est parallele (ou confondue) a (AB) et AB'=| k | AB.”
(ibid, 72).

De fait, ce théoréme ainsi que sa conséquence ne sont rien d'autre que la réciproque
du théoréme de Thales (exprimée en langage vectoriel et en celui de 'homothétie). De
plus, la démonstration présentée ci-dessus est elle-méme celle de la réciproque du
théoréme de Thales, a condition d'admettre la distributivité du produit d'un vecteur par un
nombre. Or, nous venons de le voir ci-dessus), les auteurs ont, auparavant, fait 'inverse
en utilisant la premiere propriété pour démontrer la seconde.

Une présentation qui aurait permis de rester cohérent avec les choix effectués par les
auteurs du manuel, aurait été, dans l'ordre, de :

- considérer que le théoréme de Thalés et sa réciproque sont démontrées en
géométrie synthétique ;

- les exprimer en langage vectoriel ;

- les utiliser (sous la forme de langage vectoriel) pour démontrer certaines
propriétés et exercices introduits dans le manuel, en particulier la distributivité du produit
d'un vecteur par un nombre ;

- dire, a propos du théoréme cité ci-dessus, qu'il s'agit de la réciproque du
théoréme de Thales et faire le lien entre le langage vectoriel et le langage de 1'homothétie.

2.6.2. Méthode vectorielle et méthode des coordonnées (chemin
S-V-A)

Nous ne distinguons pas ici les termes “méthode des coordonnées” et “méthode
analytique”, puisqu'essentiellement la méthode analytique consiste a substituer aux objets
et aux relations géométriques des objets et des relations numeériques en s'appuyant sur
l'introduction d'un systéme de coordonnées.

Dans les programmes de géométrie du Viét-nam et dans le manuel étudié, la
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méthode des coordonnées est construite, elle aussi, a partir de la notion de vecteur
(comme nous l'avons vu plus haut).

En réalité, les éléves connaissent déja le mot “coordonnées” depuis la septieme.
Mais a ce niveau, ce concept est lié a la représentation graphique de fonctions

¢lémentaires, f(x)=ax et f(x) = — par exemple. En neuviéme, le repére est également
X

utilisé dans I'étude des fonctions f(x) =ax+b (a=0) et f{x) =ax2 (a=0).

Ainsi, au college, la notion de coordonnées est-elle liée a I'¢tude de quelques
fonctions et a la résolution des équations du premier et du second degré. On dit que le
graphique de la fonction f(x) =ax + b est une droite, mais on n'exprime pas, comme on
le fera plus tard par la méthode analytique, que toutes les droites (du plan) ont une
équation de forme f(x)=ax + b. Ce n'est donc pas vraiment la méthode des coordonnées
qui est étudiée a ce niveau, mais seulement un préambule.

En dixiéme, la définition des coordonnées d'un vecteur est introduite. Les
opérations vectorielles sont exprimées ensuite sous une forme analytique. L'expression
qui permet de calculer la longueur d'un vecteur selon ses coordonnées est également
donnée. Cela signifie que la longueur d'un vecteur et les opérations vectorielles, définies
auparavant de fagon géométrique, sont déterminées maintenant de fagon numérique. Tout
ceci permet de passer des calculs sur les vecteurs a des calculs sur les nombres.
Autrement dit, avec ces connaissances, les auteurs ameénent les éléves a la méthode
“vecteur-coordonnées”. Grace a cette méthode, les éleves peuvent résoudre certains
exercices figurant dans le manuel, calculer les coordonnées du milieu d'un segment ou du
centre de gravité d'un triangle, démontrer l'alignement des points de coordonnées
connues ou calculer le périmetre d'un triangle par exemple.

C'est a partir de la méthode “vecteur-coordonnées” que les auteurs construiront, en
douzié¢me, la méthode analytique. Cependant, en dixiéme, ils s'arrétent a la premicre
méthode, parce que, selon le programme, c'est seulement en douzieme que l'on utilisera
la méthode analytique.

L'enseignement de géométrie de la classe de douzieme est en effet consacré
totalement a 1'extension du calcul vectoriel dans 'espace et a la méthode analytique dans
le plan, on introduit la notion de vecteur directeur et celle de vecteur normal 4 une droite.
C'est a partir des vecteurs et de leurs coordonnées que l'on établit 1'équation d'une droite
dans le plan. A ce niveau, les problemes concernant les droites, les cercles, ou les
coniques sont étudiés a travers leurs équations. La notion de vecteur est étendue ensuite
dans l'espace. Comme dans le plan, grace a l'usage des vecteurs, on établit 1'équation
d'un plan. Enfin, I'étude des droites, des plans, des spheres et des cylindres repose sur la
méthode de coordonnées. C'est donc en douzieme seulement que les €léves travailleront
véritablement dans le cadre de la géométrie analytique dont le terrain est bien préparé en
dixieme.

Le schéma d'organisation de I'enseignement de la géométrie dans I'enseignement
secondaire vietnamien est donc du type S-V-Ga-A.
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3. Analyse comparative Viét-nam / France

3.1. Processus d'évolution de la notion de vecteur géométrique au
cours des années de l'enseignement secondaire

Nos lecteurs connaissent bien le systéme frangais, nous ne le détaillerons pas ici.
Nous nous bornerons donc a mettre 'accent sur les points importants dans la perspective
comparative adoptée.

En France, l'enseignement du vecteur géométrique se déroule selon deux étapes.
Dans la premiére étape le vecteur est toujours associ€ a une translation et tracé en un point
donné. Les éléves travaillent donc avec les vecteurs liés. La deuxiéme étape est consacrée
a l'é¢tude du vecteur-classe d'équivalence. Il y a un passage fait explicitement entre ces
deux types de vecteurs. Regardons comment est construite, a chaque étape, la notion de
vecteur. Notre analyse sera mise en comparaison avec 1'étude de l'enseignement des
vecteurs au Viét-nam faite au chapitre précédent.

Y

3.1.1. Vecteur : associé a une translation

Comme nous l'avons montré, au Viét-nam, les vecteurs sont introduits d'abord,
puis la translation est définie et étudiée en utilisant les vecteurs. Quel ordre de traitement
de ces deux notions est choisi en France ?

D'aprés les programmes en vigueur : au début “les vecteurs sont introduits
“naivement” par direction, sens, longueur. A toute translation, on associe son vecteur. Si,

- -
dans une translation, A' est l'image de A et B' celle de B, on écrit : AA'=BB'.”
(Programme de mathématiques de la classe de quatrieme, B.O. n° 25 du 30 juin 1988,
51).

A ce niveau, la translation n'est pas présentée comme une application du plan dans
lui-méme, mais “apparait dans son action sur une figure, ou comme laissant invariante
une figure.” (Programme de mathématiques de la classe de quatrieme, B.O. n° 25 du 30
juin 1988, 51). En quelque sorte, les manuels mettent en évidence les caractéristiques
d'une translation et font le lien entre translation et vecteur comme suit : Si A' et B' sont
les images respectivement des points A et B par une translation, alors (AA') // (BB ;
les demi-droites [AA") et [BB') sont de méme sens ; et AA' = BB'. A partir de ceci, une
définition du vecteur est dégagée :

“ Deux points A et A', pris dans cet ordre, représentent un vecteur que l'on note

—

AA' ” (Pythagore 4€ 1992, 230).

Donc, le terme vecteur est utilisé ici pour désigner un vecteur fixé & un point
(vecteur li€). Bien que le mot “représentent ” puisse donner 1'idée d'un représentant du
vecteur au sens mathématique, mais cela n'est pas introduit explicitement & ce niveau.

Avec cette définition, en principe, le vecteur a donc été dissoci¢ de la translation : un
vecteur est déterminé par un ensemble de bipoints. Pourtant, 1'étude des vecteurs au
college reste toujours liée a celle des translations. Par exemple, les caractéristiques d'un
vecteur et 1'égalité vectorielle sont présentées comme suit :

“ Soit quatre points A, B, E, F. Construire l'image E' de E par la translation de
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_)
vecteur . Construire I'image F' de F par la translation de vecteur AB . On dit alors
— — ) - — ) - -
que les vecteurs EE' et FF' sont égaux : EE' = FF [...]. Dire que EE' = FF
— -
revient & dire que les vecteurs EE' et FF' ont méme direction, méme sens et méme

longueur...” (Pythagore 4¢ 1992, 231).

3.1.2. Direction et sens

A la différence du choix effectué par les auteurs vietnamiens, la notion de direction
d'un vecteur est introduite, dans les manuels frangais, a I'aide de celle de direction d'une
droite, présentée préalablement en troisiéme.

Par contre, comme dans le manuel vietnamien étudié, la notion de sens d'un vecteur
n'est pas définie mathématiquement.

Les contextes qui donnent leur signification aux deux mots “vecteur” et “sens” sont
néanmoins différents dans les deux institutions. Le vecteur dans le manuel vietnamien est
un segment orienté et son sens est celui de 'origine a l'extrémité. Dans le manuel frangais
le vecteur est représenté par un bipoint et ses caractéristiques sont dégagées en relation
avec les propriétés de la translation. Un vecteur est déterminé ici par une translation et son
sens est celui du "glissement" d'une figure sur le plan, c'est-a-dire le sens d'un point a
son image par cette translation. L'égalité de deux vecteurs est donc définie d'abord par le
fait que ce sont les vecteurs d'une méme translation. Ceci facilite le passage du vecteur lié
au vecteur libre.

3.1.3. Vecteur lié ? Vecteur libre ? Vecteurs physiques ? Vecteur
géométrique ?

Le passage du vecteur li¢ au vecteur libre se fait en seconde. Remarquons que ces
mots n'apparaissent pas dans les programmes et les manuels, le méme terme de vecteur
s'applique donc a deux objets différents : le vecteur géométrique et son représentant
d’origine un point donné.

A ce niveau, le vecteur est totalement dissocié de la translation et les notions sont
conceptualisées. On précise que :

._)
- deux points A et A', pris dans cet ordre, représentent un vecteur que I'on note AA' ;

_)
- la direction du vecteur AB est la direction de la droite (AB), son sens sur cette droite est
le sens de A vers B et sa longueur est la longueur du segment [AB] ;

- deux vecteurs sont égaux s'ils ont méme direction, méme sens et méme longueur ;
- -
- a deux points distincts A, B sont associ¢s deux vecteurs AB et BA ; ces deux

vecteurs sont différents car ils n'ont pas méme sens.

— -
La distinction entre le vecteur AB et le vecteur u est introduite dans les rubriques
Nouvelle notation d'un vecteur et Représentation d'un vecteur. On précise que la

- -
nouvelle notation u est utilisée pour désigner tous les vecteurs égaux a AB. Ceci
permet de distinguer les deux types de vecteurs. La distinction est mieux mise en évidence
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dans la rubrique Représentation d'un vecteur ou 1'on précise que “pour représenter un
_)
vecteur u , nous pouvons choisir I'origine a notre guise.” (Transmath 2° 1990, 243).

Une distinction entre le vecteur géométrique et certains types de vecteurs physiques
est également présentée dans le manuel. L'auteur montre qu'en mécanique 'origine d'un
vecteur force est le point d'application de la force et il a donc une importance considérable
(une force n'a pas le méme effet selon qu'elle appliquée a tel point ou a tel autre), alors
qu'en mathématiques l'origine n'a pas d'importance (voir Transmath 2° 1990).

Ainsi, au contraire du choix des auteurs du manuel vietnamien étudié, la distinction

- -
entre le vecteur AB et le vecteur u est faite explicitement dans I'enseignement en France.

3.1.4. Opérations vectorielles

Comme pour l'introduction de la notion de vecteur, la construction des opérations
vectorielles se déroule également en deux étapes.

Le vecteur défini en quatriéme est le vecteur lié. En troisiéme 1'addition de deux
vecteurs est abordée en relation avec la composition de deux translations. La relation de
Chasles est dégagée a partir de 1'observation de I'effet de 'application successive de deux
translations. Enfin en partant de la propriété caractéristique du parallélogramme, propriété

exprimée par une égalité vectorielle et présentée en quatrieme, on présente deux fagons de

- -
construire la somme de deux vecteurs (liés, mais d'origines différentes) AB et EF.

Remarquons que dans cette présentation, le vecteur somme est 1i¢ au point A (I'origine du
premier vecteur), quelle que soit la construction réalisée (par la relation de Chasles ou par
la propriété du parallélogramme)

E
\
- - > - -
AB+EF = AB+BC = AC (relation de Chasles)
- - > - —

ou AB+EF = AB+AD = AC (régle du parallélogramme)

Pourtant, tant qu'on en reste aux vecteurs liés, on ne peut pas construire un calcul

vectoriel qui donne a la géométrie un outil efficace. Par exemple, avec cette définition de
-> o -> -
l'addition, les vecteurs AB+EF et EF+AB ne sont pas les mémes, puisqu'ils sont

d'origines différentes. C'est pourquoi les propriétés de I'addition ne sont pas étudiées a
ce niveau et qu'“‘aucune compétence sur le calcul vectoriel n'est exigible des éléves.”
(Programme de mathématique de la classe de troisieme, B.O. n°12 du 23 mars 1989, 64).

Dans la deuxie¢me étape de l'enseignement des vecteurs, en classe de seconde, on
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passe du vecteur 16—33 au vecteur —1? Le probleme de 1'addition de deux vecteurs est alors
reconsidéré. La somme de deux vecteurs, la relation de Chasles, les notions de vecteur
nul et de vecteur opposé ainsi que la soustraction de deux vecteurs sont traitées plus
formellement d'un point de vue algébrique structurel. Par exemple, les deux fagons de
construire la somme de deux vecteurs liés, présentées en troisiéme, deviennent ici deux
fagons de représenter le vecteur somme, le mot “vecteur” étant maintenant compris au
sens de vecteur libre.

Le produit d'un vecteur par un réel apparait pour la premiere fois en seconde et le

- -
produit scalaire en premicre, apres que la distinction du vecteur u avec le vecteur AB ait

été faite explicitement. A ce niveau, en ce qui concerne ces opérations vectorielles, il n'y a
pas une grande différence entre les manuels vietnamiens et frangais. Les propriétés des
opérations vectorielles sont introduites, et le plan vectoriel réel ainsi que le plan euclidien
qui lui est associé sont construits (les mots n'apparaissent toutefois ni dans les
programmes ni dans les manuels des deux pays).

3.2. Interaction des méthodes vectorielle et analytique dans
I'enseignement de la géométrie

Comme nous l'avons vu, 'enseignement de la géométrie au Viét-nam est divisé en
trois étapes différentes durant lesquelles les éleves sont successivement initiés a la
méthode synthétique, puis a la méthode vectorielle et enfin a la méthode analytique.
Chaque étape est consacrée a I'étude approfondie d'une seule de ces méthodes.

Dans I'enseignement de la géométrie élémentaire en France, au contraire, la “dose”
de I'utilisation des méthodes vectorielle et analytique augmente progressivement de fagon
conjointe. De classe en classe ces méthodes sont consolidées et étendues conjointement
ou de fagon paralléle. Il n'y a pas une coupure absolue dans le temps pour leur
introduction dans l'enseignement.

D¢s la cinqui¢me, dans le domaine géométrique, les éleves connaissent déja la
détermination des coordonnées du point symétrique d'un point donné par rapport a une
droite ou a un point. En quatrieme, le programme exige que les éléves sachent calculer les
coordonnées du milieu d'un segment. Mais, a ce moment la, la méthode des coordonnées
n'est pas vraiment construite.

C'est en troisieme que les éléves sont réellement confrontés a la méthode des
coordonnées. A la suite de l'introduction de la notion des coordonnées d'un vecteur, la
formule permettant de calculer la distance entre deux points de coordonnées connues est
dégagée. Les éléves sont amenés a I'utiliser pour trouver le périmétre d'un polygone. La
méthode utilisée ici est la méthode “vecteur-coordonnées”.

Certes ces types de probleémes apparaissent également dans le manuel de dixieme au
Viét-nam. Mais la différence ne provient pas seulement du moment de leur apparition
(troisieme ou dixieéme) mais surtout de 1’usage fait de la méthode “vecteur-coordonnées”.
En France, des la classe de troisieme, la méthode analytique est exploitée explicitement
dans l'¢tude des problémes concernant les droites. Ces problemes sont traités a travers les
équations de droites données. Le terme “coefficient directeur d'une droite” est utilisé. A
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cette occasion, la direction d'une droite est introduite de fagon mathématique,
indépendamment des vecteurs, a 'aide de nombres. Cette introduction sera un point

d'appui dans la conceptualisation de la notion de direction d'un vecteur abordée en

_)
seconde ou il est dit que “la direction du vecteur AB est la direction de la droite (AB).”

Les éleves doivent étre capables de déterminer I'équation d'une droite définie par
deux points ou par son coefficient directeur et par un point. Il faut qu'ils sachent aussi
“exprimer a l'aide des coefficients directeurs, le parallélisme de deux droites ou, en repére
orthonormal, leur orthogonalité.” (Programme de mathématique de classe de troisieme,
B.O. n°12 du 23 mars 1989, 64). Les propositions concernant ces problemes - Deux
droites sont paralléles si leurs coefficients directeurs sont égaux ; Si le produit de deux
coefficients directeurs est (-1), alors les deux droites données sont perpendiculaires - sont
introduites dans le cours.

Par contre, bien que I'objet vecteur ait été introduit dés la quatrieme, 1'outil vecteur
n'est mis en place et exploité qu'a partir de la seconde. A ce niveau, “le calcul vectoriel
dans le plan est le principal outil nouveau.[en géométrie] [...] La mise en ceuvre des
vecteurs sur les configurations et les transformations joue un role essentiel, aussi bien
pour la comprehension de la notion de vecteur que pour la résolution des problemes de
géométrie.” (Programme de mathématique des classes de seconde, premicre et terminale,
Encart n°1, 1990, Brochure n° F 6173, 2 et 16).

Il s'agit d'entrainer les éléves a résoudre des problemes concernant l'alignement, la
concourance, le parallélisme, 1'orthogonalité, des calculs de distances, d'angles, d'aires,
en exploitant l'outil vectoriel. Apres le passage au vecteur libre, on introduit la notion de
vecteur directeur d'une droite. La colinéarité des vecteurs est utilisée pour caractériser le
parallélisme de deux droites, 1'alignement de trois points, i'appartenance a une droite
définie par deux points ou par un point et un vecteur directeur. Le théoreme de Thalés et
sa réciproque sont représentés dans le cas général en langage vectoriel. Les vecteurs sont
utilisés aussi pour introduire 'homothétie.

En seconde, l'exploitation de l'outil vectoriel, permet de revenir également a la
méthode analytique qui a été présentée en troisieme sans relation avec les vecteurs. Les
opérations et les égalités vectorielles sont exprimées par des expressions analytiques. Ceci
permet de passer du calcul sur des vecteurs a celui sur des nombres. La détermination de
I'équation d'une droite définie par un point et un vecteur directeur est traitée. La notion de
coefficient directeur d'une droite est reliée a celle de vecteur directeur (si ax + by + ¢ =0

-
est I'équation de la droite donnée, alors u (-b, a) est un vecteur directeur de cette
droite). L'alignement des points, le parallélisme et 1'orthogonalité des droites, qui
viennent d'étre étudiés dans le paragraphe précédent par l'outil vectoriel, sont traduits en
langage analytique.

En premicre, les deux méthodes vectorielle et analytique continuent a étre exploitées
et consolidées en méme temps.

Le produit scalaire de deux vecteurs est introduit ici. Les éléves s'habituent a
“traduire vectoriellement des propriétés géométriques portant sur des distances et des
angles a l'aide du produit scalaire, et, inversement, a interpréter géométriquement des
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résultats vectoriels.” Ainsi les propriétés du losange et du triangle isoc¢le sont reliées au

) - = = o - -
fait que || u ||=|| v || si et seulement si( u + v ) et (u - v ) sont orthogonaux; de méme, le
théoréme des médianes est relié au calcul du carré scalaire de 1a somme et de la différence

- - - -
de deux vecteurs : ||u+ v |2 et || u - v ||2. (Programme de mathématique des classes de
Premieres S et E, B.O. n° spécial 2, 2 mai 1991, 46). En particulier, le produit scalaire est
systématiquement utilisé pour résoudre les problémes concernant I'orthogonalité.

Les connaissances vectorielles, a 'exception du produit scalaire, sont étendues
ensuite a la géométrie dans 'espace. La notion de vecteurs coplanaires est présentée aux
¢leves. L'orientation du plan par un couple de vecteurs orthonormaux est également
abordée. Comme auparavant, les connaissances vectorielles sont exploitées pour
caractériser le parallélisme ou l'orthogonalité de droites et de plans ainsi que
l'appartenance d'un point a une droite ou & un plan.

L'équation d'un cercle de centre et de rayon donnés est egalement abordée en
premiere. De plus, par l'intermédiaire des reperes, les expressions vectorielles se
traduisent en des expressions analytiques, la méthode des coordonnées est utlllsee aussi
pour I'étude de la géométrie dans I'espace.

Le programme de terminale scientifique poursuit 1'étude du calcul vectoriel en
mettant en place le produit scalaire (dans l'espace) et le produit vectoriel. Les notions de
bases et de repéres sont étendus également a l'espace. A ce niveau, I'étude des coniques
et de la sphere sont réalisées a l'aide de leur équation. Dans le méme esprit, on
approfondit la géométrie du plan et de l'espace a travers I'étude de configurations en
mettant en ceuvre les méthodes vectorielle et analytique.

Conclusion
Les apports de ’analyse institutionnelle

L'analyse institutionnelle nous a permis de mieux comprendre ou et comment
apparait le savoir Vecteur et comment il fonctionne dans chacune des deux institutions
concernees.

Dans une démarche dont le point de départ est le segment orienté (comme au Viét-
nam), le passage a la classe d'équivalence est assez abstrait et difficilement concevable par
des éleves. De plus, les auteurs du manuel vietnamien étudié n'abordent pas la différence
entre les deux types de vecteurs (li€ et libre) et travaillent implicitement sur les vecteurs
libres. On peut alors prévoir le risque que les éleves confondent le vecteur et ses
différents représentants. D'un point de vue pragmatique, ceci n'a pas forcément de
conséquence néfaste dans 'utilisation de I'outil vectoriel, mais ceci pose probléme du coté
du savoir mathématique visé.

Dans la démarche frangaise, ol le point de départ est la translation (qui n'est pas
étudiée comme une application du plan dans lui-méme, mais a travers son effet sur des
objets géométriques), le mot “vecteur” est 1li€¢ a une information contenant trois
composantes inséparables (direction, sens, longueur) par lesquelles cette translation est
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- o
entierement définie. Dans ce cas, I'égalite AB=CD traduit le fait que le premier point de

chacun des bipoints (A, B) et (C, D) a pour image le deuxiéme point par une méme
translation. Ainsi dés l'introduction, le vecteur n'est pas lié a un représentant unique. Ceci
facilite le passage a la classe d'équivalence et minimise les risques de confusion entre
vecteur et représentant. Il semble donc que l'organisation et le choix des programmes
frangais gerent mieux la nature algébrique du vecteur géométrique.

Malgré des choix d'enseignement différents, dans chacun des pays, le vecteur est
caractérisé essentiellement par ses trois caractéristiques de direction, sens et longueur.

Dans les manuels et les programmes frangais, la direction d'un vecteur est
explicitement reliée a la direction de deux droites paralléles ou a celle (coefficient
directeur) d'une droite. Cet aspect est complétement absent du manuel vietnamien étudié :
ni le terme de direction ni le terme de support d'un vecteur n'apparaissent dans ce dernier.

Les éleéves vietnamiens ne connaissent pas la notion de direction d'un vecteur et, pour
— —
traduire le fait que AB et CD ont méme direction et méme sens, ne disposent que de

l'expression “ les deux droites (AB) et (CD) sont paralleles ou confondues et le sens de A
a B est le méme que celuide CaD ™.

Les notions de direction et de sens semblent étre plus lacunaires dans le manuel
vietnamien que dans 'approche frangaise. En effet, il est essentiel de bien préciser que
l'on ne peut définir la notion de vecteurs de méme sens que dans le cas de vecteurs de
meéme direction. De plus, le fait que le vecteur soit li¢ a une translation et que 1'égalité
vectorielle soit exprimée par un parallélogramme nous parait susceptible de moins de
confusion, chez les éléves, entre sens d'un vecteur et “sens” dans la langue naturelle.

Qu’en est-il effectivement ? Quelques résultats complémentaires

Dans la troisieme partie21 de notre thése, nous avons analysé les productions
obtenues par la passation d’un méme test, centré sur 1’égalité des vecteurs, par les éleves
de cinq classes de dixieéme de lycée au Viét-nam et de trois classes de seconde de lycée en
France. Nous résumons ci-dessous les principaux résultats obtenus, en demandant au
lecteur de bien vouloir excuser le coté inévitablement schématique et caricatural d’un tel
résume.

Nos analyses montrent tout d'abord une difficulté commune a sortir du domaine
métrique dans les deux populations : pres d'un quart des éléves testés utilise, lors de la
premiére question, 1'égalité des longueurs comme seul critére pour décider de 1’égalité de
vecteurs (23% d'éleves vietnamiens et 25,5% de frangais) ; de plus, I'étude de 'ensemble
des réponses fournies par les autres éléves montre que la prise en compte privilégiée de la
norme est encore présente chez nombre d’entre eux lorsque les questions posées se
complexifient.

L'étude historique de l'apparition du concept de vecteur et du développement du
calcul vectoriel?2 nous a montré comment la résistance du modéle métrique en géométrie a
été source de difficultés dans la genése du calcul vectoriel. On peut donc penser que ce

21 Lé Thi 1997, chapitre B3, p.201-251
22 Lé Thi 1997, chapitre B1, pp.79-108.
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type d'erreurs a des racines épistémologiques : la difficulté du passage des grandeurs
scalaires (longueur) a la prise en compte des caractéristiques d'orientation des entités
vectorielles parait ne pas pouvoir étre évitée, quels que soient les choix d'enseignement.

Cependant, une analyse détaillée nous montre que la stratégie Norme?® est
beaucoup plus stable chez les €leves vietnamiens (ils la mettent en oeuvre du début a la fin
du test) que chez les éléves frangais (qui ne 1’utilisent que dans certaines situations). Nous
interprétons ceci comme une conséquence de la différence des rapports institutionnels : le
fait que la notion de vecteur soit en France liée a la translation semble favoriser la
compréhension de 'équivalence des segments orientés. Par contre, 1'utilisation faite au
Viét-nam du segment pour introduire la notion de vecteur semble aggraver la difficulté a
sortir du modéle métrique.

Les résultats obtenus confirment également une difficulté d'appropriation des
caractéristiques d'orientation : les justifications apportées aux réponses aux différentes
questions montrent que 65,2% des éleves vietnamiens et 32,1% des éléves frangais ont
du mal a s'approprier correctement les deux caractéristiques d'orientation du vecteur, ce
qui se traduit notamment par le fait qu’ils comparent le sens de deux vecteurs n’ayant pas
la méme direction®* ou amalgament25 dans leurs réponses les deux caractéristiques
d’orientation. Cette difficulté dans l'appropriation des notions de direction et de sens n'est
pas seulement un probléme de vocabulaire et traduit des difficultés de conceptualisation.

Nous avons montré dans notre travail de thése comment le passage du modele
métrique au modele vectoriel peut étre décomposé en deux étapes. La premiere, qui
consiste & passer du modele métrique au modele unidirectionnel orienté, permet de
concevoir deux sens sur une direction. Ce passage est a rapprocher de celui du modele
des nombres positifs au modéle des nombres relatifs. La deuxiéme, qui consiste a passer
du modgele unidirectionnel orienté au modéle vectoriel, exige d’abandonner le modeéle de la
droite et de concevoir diverses directions orientées dans leurs rapports mutuels dans le
plan ou dans 'espace.

Ainsi, la question du sens serait-elle premiére par rapport a celle de direction. Pour
sortir du modéle métrique, on doit d'abord avoir une vision de la droite orientée. Il faut
ensuite sortir de ce modéle unidirectionnel orienté pour accéder au modele vectoriel, et
prendre en compte toutes les directions orientées. L'intégration de la direction et du sens
dans un méme modele présente donc une grande complexité d'ordre épistémologique.

Mais 1a encore, la différence des résultats obtenus dans les deux populations
(65,2% des éléves vietnamiens versus 32,1% des éléves frangais) nous semble pouvoir
étre expliquée par la différence des rapports institutionnels a I'objet vecteur : en France, la
notion de direction d'une droite est enseignée avant les vecteurs. De plus, l'enseignement
en classe de seconde insiste sur les deux notions de direction et de sens des vecteurs. Par
contre, la notion de direction n'est pas, nous I’avons vu, introduite dans le manuel
vietnamien. Ainsi les éléves vietnamiens ne disposent-ils que du parallélisme des droites

23 Deux vecteurs sont dits égaux « parce qu’ils ont méme longueur »

24 ce qui peut les conduire a justifier 1’égalité de deux vecteurs de méme norme par le fait qu’« ils vont
dans le méme sens », le sens pouvant alors étre aussi bien celui de gauche a droite, de haut en bas ou
encore des aiguilles d’une montre.

25 en justifiant par exemple la non égalité de deux vecteurs par la phrase « car ils ont méme norme mais
pas méme sens et méme direction ».
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et du mot “sens.

En bref, notre €tude, tout en permettant d’affirmer la nature épistémologique de la
difficulté du passage des grandeurs scalaires a la prise en compte des caractéristiques
d'orientation des grandeurs vectorielles, confirme également le réle important des choix
didactiques, dans la création de conditions favorables au dépassement de cette difficulté.
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