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L'acquisition des entiers relatifs comme ensemble de nombres est un probléme
important de |’enseignement des mathématiques. Cette importance est notamment
soulignée dans l'article d’Alain Duroux que nous publions dans le présent numéro de
«petit x» ; il y montre comment la notion de valeur absolue est dépendante de celle
de nombre relatif. L'obstacle a cette acquisition constitué par le «nombre-mesure»
(cf. ci-dessus p.55), qui s‘oppose a la compréhension du nombre négatif comme
un nombre & part entiére, n‘est pas le seul fait de nos éléves. Ainsi Georges Glaeser
montre-t-il dans un article sur I'épistémologie des relatifs (cf. p. 66) la résistance de
cet obstacle dans I"histoire des mathématiques.

Le texte que nous présentons ci-dessous en est une bonne illustration. Dans
cet ouvrage® du milieu du XIXéme siécle les «quantités négatives» obtenues au terme
du traitement d’une équation du premier degré ne sont pas regues comme solutions
 mais prennent une valeur heuristique : elles avertissent que l'on s’est trompé dans
la mise en équation...

Georges MATHESIS
- Institut LM.A.G.

* Les ouvrages présentés dans «petit x» numéros 1 et 2 étaient issus de collections particuliéres.
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THEORIE DES QUANTITES NEGATIVES.

142. On arrive souvent, en appliquant les régles précedem-
ment données pour la résolution des équations, & des expressions

de 1a forme —5, — % Ces expressions, appelées des quantités né-

gatives, sont formées de quantités arithmétiques que 'on appelle
leurs valeurs atsolues, précédées du signe —. Comme les sym-
boles singuliers que nous avons déji rencontrés, on les admet
dans les calculs, bien qu'elles n’aient aucun sens par elles-mémes,
et elles fournissent & I'algébre un des plus puissants moyens de
généralisation dont elle dispose.

Par opposition aux quantités négatives, les quantités ordinai-
res ou arithmétiques, prepnent le nom de quantités positives, -

— Nous allons voir d’abord comment les quantités néga-
tives se présentent dans les problémes ; nous verrons ensuite
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quelles régles on leur applique, et quel usage on en fait, en les
introduisant dans les calculs.

Usage des quantités négatives dans les problmes.

143, 1+ Exempiz. Proposons-nous ce probléme, déja résolu
sur d'autres données :

Un pere avail 58 ans en 1850; son fils en avait 30. A quelle époque
Pége du pére a-t-il éié doudle de l'dge du fils?

L’énoncé ne nous apprend pas si I'époque cherchée est anté-
rieure ou postérieure & 1850. Supposons-la postérieure, et soit &
le nombre d’années écoulées depuis 1850 jusqu’a cette époque.

x années aprés 1850, I'dge du pére était 58 -z, I'Age du fils
30 &, et d’aprés I'énoncé, I'on doit avoir :

2(30 4 ) =58 . [a]
En résblvant cette équation, nous trouvons suceessivement :
60+ 2r="58 4=z,
25 —5="58 — 60,
=58 —58-—2,
o=— 2

Ce résultat privé de sens nous apprend, non pas que le pro-
bléme proposé est impossible, mais bien que nous avons eu tort
de supposer I'époque inconnue postérieure & 1850.

Supposons-la donc antérieure, et svit ' le nombre d'années
qui Ja séparent de 1850. A celte époque, I'dge du pére était
58 —a’, 'age du fils 30—, et en vertu de I'énoncé, I'on doit
avoir

2(30—a)=58—2'. [b]

Résolvant cette équation, on trouve successivement s
80 — 22’ =58 —2',
60 — 58 =2z’ —2a',
7' =2.

Ainsi Pépoque cherchée est arrivée deux ans avant 1850,
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— Nous' pouvons tirer de ce qui précéde cette premiére con-
séquence :

Quand Pinconnue d'un probléme est susceptible d’8tre comptée en
deus sens, si, en résolvant le probléme, on arrive & une quantité né-
gative, o est qverti par la, au moins en général, qu'on doit changer
le sens attribué & cette inconnue dans la mise en équation,

144. Nous pouvons observer de plus que la vraie solution
#/=2, du probléme précédent, n’est autre chose que la quantité
‘négative trouvée en premier lieu, prise en valeur absolue. Or ce
n’est pas par hasard que ce fait se présente, et il devait nécessai-
rement en étre ainsi.

Pour le faire voir, nous remarquerons d’abord que la quantité
négative— 2, est solution de I'équation [a] qui I'a fournie, c’est-
a-dire qu'en remplacant z par —2 dans cetle équation [a], on
obtiendra une égalité vérifiée, pourvu que I'on convienne d’appli-
quer A celte quantilé négative — 2, les mémes régles de calcul
gu’aux termes sonstractifs des polynomes.

Si en effet nous nous reportons & la suite des calculs faits
pour résoudre cette équation, nous voyons que —2 satisfait &
I'équation finale ——2, puisqu’en y mettant —2 au lieu de z,
on obtient I'égalité évidente —2=—2 ; par suite, —2 satisfait
aux précédentes qui n’en différent que par des réductions ou des
inversions de termes. Par suite enfin, —2 satisfait & la premiére
de ces équations, c’est-3-dire & I'équation [a].

Si done, en substituant — 2 & z dans 1'équation {a], on lui sa-
tisfait, on lui satisfera en substituant —a’ au lieu de «, et en fai-
sant aprés coup &' =2. Or, si dans 'équation [a], on met —z' au
lieu de z, elle devient '

2(30 — ) =58 —,

Cest-a-dire précisément 1’équation [b]. Celte équation [5] devait
donc bien admeltre la solution 2'==2.
On déduit de 12 cette seconde conséquence :

Aprés quon a été averti, par la valeur négatwe obtenue pour X,
que Uon Sest trompé sur le sens atiribué & cette inconnue dans la mise
en équation, il n'est pas nécessaire de remestre le problime en équa-
tion. Il suffit, au moins le plus souveni, en méme lemps que lon
compte Vinconnue en sens inverse, de prendre pour sa valeur, la va-
lour absolue de la quantité négative trovvée d’abord.
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C'est en ce sens que I'on peut dire que &= —2 fournit la vraie
solution du probléme précédent.

Dailleurs la comparaison de I'équation [b] & I'équation [4],
montre que, pour avoir I'équation rectifiée du probléme, il suffit
de changer # en — 7, 'ou, ce qui revient au méme, & en — =z
dans I'équation primitive.

148. 2¢ ExgmpLE. Un particulier g employé un ouvrier pendant

13 jours en 16 et 17 jours en hiver. Il lui donnait 2 francs de moins
par journde d’hiver que par journée d’été, La premidre fois, Vouvrier
a subi une retenue de 22 francs, et la seconde fois il a mérité une gra-
tification de 28 francs. Sachant que chaque fois il a regu la méme
somme, on demande le priz d'une journée d'hiver et celut dune jour-
née d’été.

Soit # le prix d'une journée d’été; £ — 2 représentera le prix
d’une journée d’hiver.En hiver, I'ouvrier a regu 17 (z—2) francs,
pour prix de 17 journées de travail, plus une gratification de
28 francs; en tout, une somme représentée par 17 (z—2) - 28.
De meme, en été, il a regu une somme représentée par
13z — 22. Ces deux somines étant égales d'aprés 1’énoncé, on
doit avoir:

17(z—2)-}-28 =13z —22. [}

Telle est I’équation du probléme.
En la résolvant, on trouve successivement :

170 —344-28=135—22,
1772 —132=34—28 — 22,
4y =34— 50,
=34 — 3&— 16,
=—18,
T=—0"0,
“Ge vésnltat privé de sens ne tient pas, ici, & ce que nous nous
sommes trompés sur le sens dans lequel il fallait compter I'incon-
nue, car le prix d'une journée de travail n’est pas susceptible
d’8tre compté en deux sens. Le résultat # =— 4 indique done
Tabsurdité du probléme proposé.

Cependant, il peut nons metire sur la voie des modifications &
faire subir & I'énoncé pour en faire disparaitre I'absurdilé.
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Pour le faire voir, nous constaterons d’abord qu'ici encore,
si nous faisons sur la maniére de traiter la quantité negative
—A4 dans les caleuls, les mémes conventions que précédem-~
ment; si nous convenons en d’autres termes de lui appliquer
les mémes régles qu'aux termes soustractifs des polynomes; si
nous admettons de plus que deux guantités négatives sont

égales quand elles ont méme valeur absolue, nous pouvons

dire que —4 satisfait & I’équation [c].

En nous reportant, en effet, & la suite des calculs qui ont
servi & résoudre cette équation, nous voyons d’abord que —4
satisfait 4 'équation finale 5=—=4, qui devient parla —4=—4;
puis parsuite a ’équation précédente & z==—16 qui luj est équi-
valente; puis de proche en proche, a 1’équation [¢] elle-méme.

Mais dire que —4 satisfait & P’équation [¢], c'est dire que
—a’ lui satisfait, pourvu que I'on fasse aprés coup z’ = 4. Met-
tons donc — 2 au lieu de & daus 'équation [¢]; il viendra:

17 (—az —2)4-28=13(—g') -- 22,
ou, en changeant les signes des deux membres:
17 (z' 4- 2) — 28 = 132" 4-22; [d]
et cette équation sera satistaite par:

. g =A.
Or, si nous regardons & comme représentant le prix d’une

journée d'été, il est aisé de voir que cette équation [d] est la tra-
duction du probléme suivant :

Un particulier a employé un ouvrier pendant 13 jours en été et
17 jours en hiver. Il lui donnait 2 francs de plus par journée d’hiver
que par journée d'élé. La premitre fois, Touvrier a mérité une gra-
tificalion de 22 francs; la seconde fois il a subi une relenue de
98 francs. Sachant que chagque fois il a regu la méme somme, on
demande le priz d'une journée d'hiver et le priz d’une journée d'été.

Et nous serons stirs que ce prbbléme adnet la solution ' =4,

146. Nous pouvons conclure des considérations précédentes
yue, lorsque, dans la résolution d’un probléme, on arrive o une so-
s

lution négative, si Uinconnue m'est pas susceptible d’éire comptée en
deuz sens, il fuut rejeier le probléme proposé comane absurde.
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Toutefois, si I'on veut rectifier I'énoncé de ce probléme,
suffit de changer X en— X', ou, ce qui Tevient au méme, X en — x,
dans Véquation primitive, et de traduire la nouvelle équation dans le
sens le plus conforme 4 U'énoncé proposé.

Mais ne perdons pas de vue que cetle rectification est purement
facultative, et que d’ailleurs il est tel probléme ol elle n’est pas
possible.
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