














Les enseignants ne sauraient ignorer le fait que les conceptions des éléves sont facon-
nées par les situations de la vie ordinaire et par leur ”’premiére compréhension’ des relations nou-
velles qu’ils rencontrent. Ils doivent savoir a quoi s’en tenir et mieux connaitre ou reconnaitre les
conceptions les plus primitives, les erreurs et les incompréhensions qui s’en suivent, la maniére
dont elles changent ou peuvent changer : a travers quelles situations ? quelles explications ?
quelles étapes ?

Les problémes d’enseignement des mathématiques ne se résolvent pas par des défini-
tions, et les conceptions erronnées des €léves ne peuvent changer Vraiment que si elles entrent en
conflit avec des situations qu’elles ne permettent pas de traiter. Il est essentiel que les mai-
tres puissent envisager et maitriser I’ensemble des situations susceptibles d’amener et d’aider les
éléves a accommoder” leurs vues et leurs procédures a des relations nouvelles (I'inversion, la
composition et la décomposition de transformations par exemple) ou a des données nouvelles
(grands nombres, décimaux, fractions . . .). C’est le seul moyen d’amener les éléves a analyser les
choses avec plus de profondeur et 4 réviser ou élargir leurs conceptions.

La résolution du probléme est la source et le critére du savoir opératoire. Nous de-
vons toujours conserver cette idée en téte et €tre capables d’offrir aux éléves des situations visant
~ a étendre la signification d’un concept et a4 éprouver les compétences et les conceptions des
éléves. C’est I’essentiel pour une théorie des situations didactiques comme pour une théorie de la
connaissance opératoire. Cette déclaration peut sembler excessivement tournée vers les apprentis-
sages pratiques, mais il n’en est rien : conceptions et compétences sont deux faces d’'une méme
piéce de monnaie ; les compétences sont toujours reliées a certaines conceptions, méme si celles-
ci sont faibles et fragmentaires. Il n’y a pas de procédure qui puisse se développer et survivre par
elle-méme, libre de toute représentation des relations qu’elle traite ou qu’elle implique. Récipro-
guement un concept ou un théoréme qui ne peuvent pas étre utilisés dans des situations-problémes
pour lesquelles ils sont pertinents demeurent vides de sens

Cela dit, il n’existe pas que des problémes pratiques. Il existe aussi des problémes
théoriques comme par exemple ’extension de la multiplication aux nombres relatifs : la multipli-
cation de deux nombres négatifs ne peut guére étre référée 4 un probléme pratique véritablement
significatif de la multiplication sauf bien siir & considérer I’usage du calcul algébrique comme un
probléme pratique. Disons plutdt que la cohérence des calculs, probléme éminemment théorique,
apparait aussi comme un probléme pratique. Cette dialectique n’est pas un simple effet rhétori-
que : pratique et théorie sont en derniére analyse indissolublement liées.

2 — UNE APPROCHE DEVELOPPEMENTALE

Les conceptions et les compétences se développent sur une longue période de temps.
Ceci n’est pas vrai seulement pour les structures générales de la pensée, mais aussi pour les conte-
nus de connaissances. Par exemple, les concepts de fraction et de rapport prennent leurs racines
dans des activités qui ont du sens pour des éléves de 7 a 8 ans, lorsqu’il s’agit de valeurs simples
comme L ou 1 ; et cependant le concept du nombre rationnel est une source durable de difficulté
pour les éléves de 15 a 16 ans et pour beaucoup d’adultes. En ce qui concerne les structures addi-
tives, bien que certains principes de I’addition et de la soustraction soient compris par les éléves

de 3 a 4 ans75%des éléves de 15 ans échouent a des problémes comme les suivants (Marthe,1982):
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opératoire. Mais on en reconnait pas pour autant en quoi cette action en situation favorise la for-
mation de concept. A ce point, il nous faut clarifier un probléme théorique essentiel.

Les mathématiciens et les enseignants savent en général ce qu’est un invariant : une
propriété ou une relation qui est conservée sur un certain ensemble de transformations. Par exem-
ple en géométrie, la rotation et la symétrie conservent certaines propriétés des figures, I’lhomothé-
tie ne conserve pas les mémes propriétés, la projection non plus. Mais les mathématiciens et les
enseignants n’ont pas toujours bien reconnu le fait bien établi par la psychologie cognitive déve-
loppementale (et par Piaget en premier lieu), qu’il existe de nombreux invariants dont 1’identifica-
tion par les enfants donne lieu 4 une laborieuse et progressive construction, alors méme que
I’adulte n’imagine méme pas que cela puisse faire probléme.

Piaget identifie le premier quelques-uns de ces invariants et notamment des inva-
riants quantitatifs (Piaget, 1941, 1978) :

— le cardinal d’une collection quand on en change la disposition spatiale ;

— la quantité de jus d’orange quand on le transfére d’un verre large dans un verre
étroit ;

— et s

N’est-il pas évident, pour le jeune enfant, qu’il y a plus de jus d’orange quand ga
monte plus haut (dans le verre étroit) ?

Les invariants constituent un théme théorique récurrant dans ’ceuvre de Piaget, et
pourtant Piaget n’a pas pleinement reconnu I’importance des invariants les plus nombreux en ma-
thématiques et en physique : les invariants relationnels. Par ’invariant relationnel”, je désigne une
relation qui reste invariante pour un ensemble de transformations d’opérations ou de variations.

Prenons un exemple dans les relations de parenté : il n’est pas facile pour un jeune
garcon de comprendre I'idée que la relation “’fils de ** est vraie a la fois pour lui et son pére, pour
lui et sa mére, son ami Mathieu et les parents de Mathieu, et méme son propre pére et ses grand’
parents : comment son pére peut-il étre 4 la fois pére et fils ?

Des problémes semblables sont soulevés par les relations spatiales (derriére, a I’ouest
de . . .), les relations d’ordre entre grandeurs et entre nombres (plus grand que, multiple de, n de
plus que . ..) et par d’autres relations.

A coté de ces relations binaires les enfants rencontrent, y compris & des ages préco-
ces, des relations de plus haut niveau logique qu’on appelle normalement des théorémes : par
exemple si Pierre est né avant Janine et Janine avant Robert, Pierre est né avant Robert ; si Joél et
André sont face a face, le bras droit de Joél est en face du bras gauche d’André ; si on compte
une collection A puis une collection B on obtient le méme résultat que si on compte la collection
B puis la collection A.

L’enfant rencontre un grand nombre de tels théorémes lorsqu’il agit sur le réel et
qu’il résoud des problémes dans I’espace, dans le temps, dans le domaine des quantités et des gran-
deurs. Ces théorémes-en-acte ne sont évidemment pas exprimés sous une forme mathématique, ni
méme parfois sous une autre forme. C’est la raison pour laquelle je les appelle ’théorémes-en-
acte”. Ils n’ont souvent qu’une validité locale pour les enfants, et sont associés a certaines valeurs
des variables, mais c’est 12 une premiére base qui pourra étre élargie par la suite.




































