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MODELISATION DU MOUVEMENT SUR UN
PLAN INCLINE, INSPIREE D’UNE EXPERIENCE
ATTRIBUEE A GALILEE
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Résumé. Dans cet article, le processus de modélisation est centré sur le mouvement libre d’une bille sur un plan in-
cliné, a la maniére de I’expérience présumée de Galilée. L’intérét de cette modélisation est de proposer une activité
mathématique qui permet une construction collective du savoir mathématique. Elle a un caractére authentique au
sens ou elle vise la compréhension d’un phénoméne physique de notre environnement, ce qui requiert de construire
le modéle fonctionnel du second degré. On rencontre ce modele fonctionnel d’abord sous la forme de ses premiéres
différences — c’est-a-dire la suite des différences entre les valeurs successives prises par la fonction pour les valeurs
naturelles de la variable indépendante —, puis on le transforme en deux représentations : un tableau numérique et la
formule algébrique. L’analyse du texte de Galilée éclairera certains aspects de cette modélisation, tandis que 1’expé-
rimentation en classe permettra de se rendre compte de la portée de cette approche pour 1’apprentissage de la pensée
fonctionnelle chez les éléves de 15-16 ans. Le sujet traité dans cet article illustre la maniére dont une modélisation
mathématique permet aux éléves de pratiquer une véritable activité mathématique dont le but est avant tout de pro-
duire de nouvelles connaissances mathématiques.

Mots-clés. Modélisation, pensée fonctionnelle, modeéle fonctionnel du second degré, mouvement uniformément
accéléré.
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L’objet de la modélisation présentée dans
ce texte est le mouvement d’une bille sur un

plan incliné, a la maniére d’une expérience at-
tribuée a Galilée. Cette expérience consiste a
disposer le long du parcours d’une bille sur un
plan incliné des clochettes a intervalles va-
riables de telle maniére que leur tintement soit
régulier.

Selon I’hypothese de Galilge,

Les espaces parcourus en des temps
égaux par un mobile partant du repos
ont entre eux méme rapport que les
nombres impairs successifs a partir de
["unite (Galilée, 1638/1970).
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distances parcourues
en rapports 1:3:5:7

Figure 1 : Hypothese de Galilée.

Cette hypothése suscite plusieurs ques-
tions, qui méritent d’étre abordées :

* Pourquoi le mouvement sur le plan incli-
né est-il associ¢ ici a la suite des
nombres impairs ?

* Pourrait-on associer une autre suite arith-
métique a un tel mouvement ?
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» Une autre suite qu’arithmétique pourrait-
elle convenir ?

» Comment calculer la position de la bille
en fonction du temps dans le cas de 1’hy-
pothese de Galilée ?

Les éléments d’analyse du processus de
modélisation engagé par ces questions seront
inspirés par le schéma de modélisation mathé-
matique exposé par Chevallard (1989, p. 53).

Nous n’introduirons d’abord qu’un
schema simplifié, qui suppose essentiel-
lement deux registres d’entités : un sys-
téme, mathématique ou non mathéma-
tique, et un modéle (mathématique) de
ce systeme. Le processus de modélisa-
tion comporte, schématiquement, trois
étapes.

1. On définit le systeme que [’on entend
étudier, en en précisant les « aspects »
pertinents par rapport a [’étude que [’on
veut faire de ce systeme, soit l’ensemble
des variables par lesquelles on le de-
coupe dans le domaine de réalité ou il
nous apparait. [ ...]

2. On construit alors le modele a pro-
prement parler en établissant un certain
nombre de relations [...] entre les va-
riables prises en compte dans la pre-
miere étape, le modeéle du systeme a étu-
dier étant ’ensemble de ces relations.

3. On « travaille » le modéle ainsi obte-
nu, dans le but de produire des connais-
sances relatives au systeme étudie,
connaissances qui prennent la forme de
nouvelles relations entre les variables du
systeme.

L’étape 3 est toujours une phase propre-
ment mathématique, tandis que les
étapes antérieures sont du ressort du do-
maine de réalité dont est censé relever le
systeme — les mathématiques s’il s’agit
d’un objet mathématique, etc.
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Chevallard formule également trois re-
marques qui seront éclairantes pour notre
analyse :

* modélisation mathématique comme
production de connaissances nou-
velles : outre que le travail sur le modéle
permet d’apporter les réponses aux ques-
tions posées sur le systéme, « [p]lus gé-
néralement, un modeéle est intéressant
lorsqu’il  permet de produire des
connaissances qu’'une autre voie ne nous
donnerait pas aussi facilement » (ibid.,
p-55);

* récurrence du processus de modélisa-
tion : « Ce que nous avons appelé plus
haut « travail sur le modéle » peut ainsi
étre interprété comme la construction de
modeles successifs, mieux adaptés a
[’étude » (ibid., p. 57) ;

* réversibilité de la relation de modélisa-
tion : le modele peut devenir un systéme
et le systéme au départ peut devenir son
mode¢le. « Lorsqu'un systéeme a été étu-
di¢ et est, de ce fait, « supposé connu »,
il fournira, par translation, des indica-
tions sur [’'un ou I’autre de ses modeles »
(ibid., p. 57). Souvent, dans ce cas, les
mathématiciens parlent d’interprétation
du modele.

Notons que, contrairement a d’autres ac-
ceptions de la modélisation mathématique, qui
ne considerent que 1’étude mathématique de
systémes non mathématiques, le schéma pro-
posé par Chevallard entend englober tant des
emplois intramathématiques qu’extramathée-
matiques, les premiers se rapportant a 1’étude
d’objets mathématiques et les seconds a
I’étude d’objets non mathématiques.

Le systéme de Galilée est extramathéma-
tique : il est composé d’un plan incliné, de plu-
sieurs clochettes disposées le long du plan et
d’une bille en mouvement libre sur le plan.
Comme I’inclinaison du plan et la disposition
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des clochettes ne sont pas précisées d’avance,
il s’agit ici d’un systeme quelconque, d’un sys-
tétme générique de toute une classe de
systemes.

La question qu’on se pose est de savoir
comment ¢évolue, avec le temps, la distance
parcourue par la bille.

Dans la suite, nous présentons en sec-
tion 1 un processus de modélisation qui peut
étre réalisé a partir du systeme étudié, avec la
construction de plusieurs modéles successifs.
A la section 2, nous présentons et analysons
I’expérimentation d’une legon avec deux
groupes d’¢éleves de 4° et 5° secondaire en Bel-
gique, c’est-a-dire correspondant a la seconde
et la premiére du lycée (15-16 et 16-17 ans).
En section 3, nous donnons quelques préci-
sions sur la différence entre la chronologie de
I’approche présentée par Galilée dans ses Dis-
cours et démonstrations et celle utilisée ici.
Nous enchainons ensuite, en section 4, sur la
question de la validation de I’hypothese de Ga-
lilée, avant de présenter quelques conclusions.

1. — Processus de modélisation

1.1. - Modé¢le arithmétique de Galilée

Le premier modele mathématique du sys-
teme étudié que nous considérons ici est pro-
pos¢ par QGalilée Iui-méme (Galilée,
1638/1970, p. 125) : « Les espaces parcourus
en des temps égaux par un mobile partant du
repos ont entre eux méme rapport que les
nombres impairs successifs a partir de [’uni-
té ». 1l a la forme de la suite arithmétique des
nombres impairs :

1;3;5;7:;9;...;2n—1; ...
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qui modélise toute suite des distances succes-
sives, sur le plan incliné, d’un tintement a
I’autre, pendant des intervalles de temps suc-
cessifs égaux. Le quantificateur « toute » de-
vant le terme « suite » est dli au caractére gé-
nérique du systeme : son modele arithmétique
est accompagné implicitement d’un quantifica-
teur universel. Par exemple, si le mobile par-
court 40 cm durant la premicre seconde, 1’hy-
pothése de Galilée affirme qu’il parcourra
120 cm pendant la deuxiéme seconde, puis
200 cm pendant la troisiéme seconde, et ainsi
de suite.

1.2. - Modéle fonctionnel sous forme d’un
tableau de nombres

Le modele arithmétique de Galilée que
nous venons de présenter ne permet pas de
connaitre directement la distance totale par-
courue par la bille en fonction du temps. Nous
allons donc continuer le processus de modéli-
sation, qui entre ainsi dans sa phase de modéli-
sation intramathématique.

A cette étape, on fait fonctionner I’idée de
la récurrence mentionnée par Chevallard : le
nouveau systeme a modéliser est celui des rap-
ports 1 :3:5:7: ... des longueurs correspon-
dant aux temps égaux, le modele recherché
prendra la forme d’un tableau numérique don-
nant quelques distances parcourues en un
temps donné.

Construisons, pas a pas, le modele fonc-
tionnel correspondant a I’hypothese de Galilée.
Nous présentons plusieurs étapes — dont cer-
taines sembleront probablement redondantes
au lecteur — de maniere a illustrer les raison-
nements qui peuvent étre réalisés avec les
¢léves. Pour alléger les notations, nous consi-
dérons le cas particulier’ d’un plan incliné tel

* On pourrait bien entendu travailler de maniére géné-
rale en considérant que la bille parcourt une unité de
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que la bille parcoure un metre lors de la pre-
miére seconde aprés avoir été lachée®.

position initiale

J de la bille
1s

N\
I'm

Figure 2 : Le premier métre est parcouru
pendant la premiére seconde.

Notons d(¢) la distance parcourue, en
metres, par la bille depuis I’instant initial, jus-
qu’au temps ¢, mesuré en secondes. A I’instant
initial, on a donc d(0)=0, et aprés une se-
conde, d(1)=1.

Nous commengons par calculer quelques
distances totales parcourues aprés des petites
fractions du temps, avant de passer a des va-
leurs entieres et de plus grandes fractions du
temps.

Distance totale parcourue par la bille aprés
% seconde

Pour trouver la distance parcourue par la
bille lors de la premiére demi-seconde, on peut
prendre comme «temps ¢égaux » de I’hypo-
thése de Galilée non pas des secondes, mais
des demi-secondes. L’hypotheése de Galilée
nous dit alors que I’espace parcouru pendant la
premicre demi-seconde et celui parcouru pen-
dant la deuxiéme demi-seconde sont dans le
méme rapport que les deux premiers nombres
impairs, c’est-a-dire 1 et 3.

Autrement dit,

longueur (1 u.l.) lors de la premiére unit¢ de temps
(1u.t).

* Cela correspond a un angle d’environ 12°, comme on
peut le montrer a 1’aide des formules de cinématique
usuelles.
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Comme on sait que d(1)=1 et d(0)=0,
on trouve
-1
277

La bille parcourt donc un quart de metre
pendant la premiere demi-seconde.

d

On peut aussi le visualiser sur un schéma
tel que ci-dessous.

1s nouveaux temps égaux
1 ;<
38 1

\

3 m

distances
en rapport 1:3

Figure 3 : Visualiser la distance parcourue

1
en 5 seconde.

De maniere encore plus schématique, on
peut le représenter comme ci-dessous.

= I

Figure 4 : Autre schématisation permettant
de visualiser la distance parcourue
en % seconde.

Distance totale parcourue par la bille apres
§ ou % de seconde

Pour déterminer le temps parcouru en un
tiers de seconde, on peut prendre comme
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«temps égaux » des tiers de seconde. On
trouve

Figure 5a

MODELISATION DU MOUVEMENT
SUR UN PLAN INCLINE, INSPIREE
D’UNE EXPERIENCE ATTRIBUEE A

GALILEE
1 1 1 1
1= 1)= - — —|= — .
d(1) d3+3d3+5d3) 9d3)

Cela peut s’illustrer schématiquement

comme sur I’'une des représentations ci-apres.

1s
I
1m
1 1 1
35 38 35
| 1 |
1! 3 . ' 5 '
o m g 1 g 1
Figure 5b

. L . L2
Figures 5 : Visualiser la distance parcourue en 5 ou 5 de seconde.

On peut également soit calculer a partir de
la valeur de d (%) soit directement lire sur I’un
ou I’autre de ces schémas que

Distance totale parcourue par la bille aprés
2 et 3 secondes

D’apres I’hypothese de Galilée, on trouve
aisément que

d(2)=1+3=4,
d(3)=1+3+5=09.

iﬁ 1s
I'm

S m

Figure 6 : Distances parcourues sur les
premiers intervalles d 'une seconde

Distance totale parcourue par la bille apres
% secondes

Pour déterminer la distance parcourue
apres trois demi-secondes, on peut raisonner
de deux manicres différentes.

On peut prendre comme « temps égaux »
des demi-secondes. On trouve alors

3 1 1 1
dl=| = d|=|+3d|=|+5d|=
(2) 2 2 2)
1
= 9d|=
3
_ 9
4
comme visualisé ci-dessous.
1s
I 1m 1
is| zs 3 s
Ii ml '% m' T i '% m' 1

Figure 7 : La « demi-seconde » prise comme unité.
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On pourrait aussi prendre des intervalles
3 r
de < secondes comme «temps €gaux ».

Comme pendant le deuxiéme intervalle de %

secondes, on parcourt trois fois la distance par-
courue pendant le premier intervalle, et que sur
ces 3 secondes au total, on a déja établi qu’on
parcourait 9 métres, on en déduit qu’on par-
court % de metre pendant le premier intervalle

3 . .
de 3 secondes. Cela peut se visualiser sur le

schéma ci-dessous (qui n’est pas a la méme
échelle que les précédents).

3s
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1.3. - Modzéle fonctionnel algébrique

Poursuivons le travail de récurrence du
processus de modélisation en construisant a
présent un modele fonctionnel algébrique. Ce-
lui-ci est obtenu comme [’expression algé-
brique de la régularité du tableau construit ci-
dessus. Son but est I’économie de pensée at-
teinte par une formule algébrique.

Pour mettre en évidence cette régularité,
remplacons le tableau précédent par le tableau
équivalent suivant :

9m

wm
(][]
w

Figure 8 : « Trois demi-secondes » pris
comme unité.

Construction d’un tableau de nombres

Rassemblons a présent dans un tableau a
deux entrées les résultats du calcul des dis-
tances en fonction du temps déja engranggés.

1 1|2 3
Tempsens | 0 31213 1 ) 213
. 1 1| 4 9
Distanceenm | 0 o719 1 1 4 |9

Tableau 1 : Tableau de distances parcourues
en fonction du temps.

Remarquons que ce n’est pas le seul ta-
bleau possible pour représenter la distance en
fonction du temps : pour d’autres choix des va-
leurs de temps, on aurait obtenu d’autres va-
leurs correspondantes de la distance.

32

Tempsens | 0 %

111 3
32 2

12
g

Tableau 2 : Regularité du tableau de distances
parcourues en fonction du temps.

2

1

Distanceenm | 0 >

%) 2 (%) e

Mais la régularit¢ observée pour les
quelques valeurs du temps considérées jusqu’a
présent ne peut €tre généralisée a priori pour
des valeurs quelconques.

Commencons donc par examiner le cas
d’une valeur entiere quelconque du temps,
avant de nous intéresser aux valeurs
fractionnaires.

Distance totale parcourue par la bille apreés
un nombre entier quelconque n de
secondes

Rappelons qu’on a supposé que la bille
parcourait le premier métre lors de la premiére
seconde, ce qui s’écrit d(1)=1. L’hypothése
de Galilée nous dit qu’alors, avec un nombre
entier naturel n de secondes, on a
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d(n)—d(n—1)=2n—1.

En sommant ces égalités, on peut donc
exprimer la distance parcourue aprés un
nombre entier #n de secondes comme

d(n)=1+3+5+...+(2n—1).

Or la somme des 7 premiers nombres im-
pairs peut &tre écrite sous une forme
compacte :

2
143+5+...+(2n—1)=n

le pourquoi de cette formule (qui pourrait éga-
lement étre prouvée par récurrence) pouvant

étre éclairé par une figure faisant apparaitre
des « gnomons » comme ci-dessous.

9

1

1 2 3 4 5
Figure 9 : Des gnomons pour visualiser
la somme des premiers entiers naturels.

On a donc établi que I’hypothése de Gali-
1ée implique que, pour tout temps # naturel,

ce qui est bien compatible avec les résultats
obtenus pour les temps entiers dans le
tableau 1.
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Notons que ce passage est une double ré-
currence intramathématique du processus de
modélisation dans lequel un modéle devient un
systtme pour le modele suivant. En effet,
d’abord le carré ci-dessus devient un modéle
de la somme 1+3+5+..+(2n—1). Ensuite,
cette figure « carré » devient a son tour sys-
teme dont le modele algébrique sera 1’expres-

. .y 2 y . . . Je W2
sion littérale n~ vérifiant ainsi 1’égalité

143+5+..+(2n—1)=n’

pour les nombres naturels, quels qu’ils soient,
mis a la place de la lettre n.

Distance totale parcourue par la bille apres
une fraction quelconque de secondes

Le méme type de raisonnement que celui
réalisé par exemple pour déterminer la dis-
tance parcourue en és, sur base d’un schéma
comme celui ci-dessous, permet d’établir que
la distance parcourue apres la premicre %se-

1 2

conde (avec ¢ naturel) vaut , en utilisant

identité 1+3+5+...+(2¢—1)=¢".

1 s partagée en

distances parcourues
enrapports 1:3:5:...:(20—1)

Figure 10 : Visualisation de la distance
parcourue en % s.

De maniére équivalente, on peut aussi tra-

vailler algébriquement, en décomposant, a
I’aide de I’hypothése de Galilée, la distance

parcourue sur une seconde en toutes celles par-

1

courues sur les ¢ intervalles successifs de -

seconde :
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(1)

1
dle-=
i

1

= 14|L|+34

+...+(2€—1)d(%)

fzd(l ,

L\_[1} 1
—|=(=|dl)=|=
t ) ¢ ) (1) (f

Enfin, pour une fraction quelconque de
secondes, en utilisant a nouveau 1’hypothese

de Galilée et I'identité¢ établie plus haut, on
trouve

S

dont on tire

2

d

k 1 1 1
= = 1d|—= —|+...+(2k—-1)d|—
d[ d(€+3d€+ +(2k )d(g
1
= k'd|—
(f’
c’est-a-dire

et

On a donc établi la formule fonctionnelle

d(t)=¢

exprimant la distance parcourue en fonction du
temps #>0. Autrement dit, la régularité obser-
vée dans le tableau 2, selon laquelle la distance
est le carré du temps, est résumée par la for-
mule d (¢)=¢", validée pour tous les valeurs ra-
tionnelles du temps.

Distance parcourue par des valeurs du
temps irrationnelles

La question de savoir si la formule

d(t)=t" reste valable pour les valeurs du
temps irrationnelles peut sembler purement
théorique : quel intérét autre que théorique au-
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rait-on a connaitre la distance parcourue par
une bille en un temps de valeur irrationnelle ?

Poser la question a I’envers peut néan-
moins en faire entrevoir I’intérét.

Peut-on estimer le temps apres lequel la
bille aura parcouru les deux premiers metres ?

Puisque d(1)=1 et d(1,5)=2,25, on sait
que ce temps sera situé entre 1 et 1,5 seconde.
Pour obtenir une estimation a 0,1 seconde
prés, calculons d(1,4)=1,4’=1,96. Le temps
de parcours des deux premiers metres est donc
compris entre 1,4 et 1,5 seconde. On peut
continuer ainsi le processus d’encadrement et
montrer que le temps est compris entre 1,41 et
1,42 seconde, puis entre 1,414 et 1,415 se-
conde, et ainsi de suite.

Ce processus d’encadrement de plus en
plus fin du temps ne s’achévera jamais, vu
qu’il n’existe pas de nombre rationnel — et
donc a fortiori pas de nombre décimal — dont
le carré vaut 2. Les encadrements emboités du
temps équivalent au parcours de 2 meétres sont
ceux qui définissent le nombre irrationnel V2 :
on leur fait correspondre les encadrements em-
boités de la distance de 2 métres. Etant donné
que dans ces deux cas, les encadrements em-
boités ainsi construits définissent d’une ma-
niére univoque le temps du parcours de 2
metres et la distance de 2 métres, on peut pro-
longer la formule d(7)=¢" & t=+2 secondes.
Ce raisonnement peut étre prolongé a tous les
nombres irrationnels. Il s’appuie sur 1’axiome
des intervalles emboités (Groupe AHA, 1999,
p. 361 ; Hauchart et Schneider, 1996, p. 53):
« Il existe un et un seul nombre contenu dans
tous les intervalles d’une suite infinie d’inter-
valles emboités fermés dont la longueur tend
vers 0 ».

L’unicit¢ d’un tel prolongement de la
fonction « distance » aux valeurs irrationnelles
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de la variable indépendante est assurée par la
nécessité de conserver son caractére croissant
et la possibilité¢ de construire, a partir des abs-
cisses rationnelles, une suite d’intervalles fer-
més emboités de longueur tendant vers 0, et
ainsi d’obtenir la suite correspondante d’inter-
valles emboités dont la longueur tendra égale-
ment vers 0, comme son image par la fonction
« distance ». Le prolongement ainsi construit
est continu.

1.4. - Généralisation du modéle fonctionnel
par le paramétrage

Dans notre processus de modélisation,
nous nous sommes limités au cas particulier du
plan incliné caractérisé par la distance d’un
métre parcourue aprés la premicre seconde.
Tous les autres plans inclinés seront caractéri-
sés par cette distance parcourue apres la pre-
micre seconde. Pour les prendre en considéra-
tion tous en méme temps, nous introduisons le
parametre noté r, pour désigner le nombre de
metres parcourus apres la premiere seconde.
Ainsi, selon I’hypothése de Galilée, la suite
des distances d’une seconde a I’autre sera no-
tée par

r;3r;5r;7r; ...

Par un raisonnement analogue a celui réa-
lis¢ dans le cas du mouvement caractérisé par
1 meétre apres la premiére seconde, on obtient
que

et pour n’importe quelle valeur du temps #, on
obtient la formule paramétrisée

qui prend en compte tous les plans inclinés.
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1.5. - Modéle cinématique de la loi de
Galilée

La suite des distances mesurée en metres
r; 3r; 5r; 7r; ..., chacune parcourue en une
seconde par une bille en mouvement libre sur
un plan incliné quelconque, est équivalente a
la suite

ror+2r o r+2r+2r  r+2r+2r+2r ;...

Cette suite peut étre interprétée en ciné-
matique : a chaque seconde écoulée, la dis-
tance parcourue s’allonge de 2r métres. Cela
revient a dire que la vitesse augmente de
2r m/s, ou que le mouvement de la bille sur le
plan incliné est uniformément accéléré. Tradi-
tionnellement, en cinématique, 1’accélération
est notée par le paramétre a, la distance est
mesurée en meétres et le temps en secondes.
Ainsi, on a a=2r, et on obtient la formule ci-
nématique standardisée du mouvement libre de
la bille sur le plan incliné :

_at?

2

d(t)

Le raisonnement présenté ci-dessus est
une forme de modélisation qui se base sur sa
réversibilité : I’interprétation de I’hypothése de
Galilée en termes d’un mouvement uniformé-
ment accéléré devient le modéle en cinéma-
tique de la suite arithmétique qui passe quant a
elle de statut de modele a un statut de systeme
modélisé.

1.6. - Mod¢élisation mathématique comme
production de connaissances

Le passage de I’hypothése de Galilée, mo-
délisée au départ par la suite arithmétique des
nombres impairs, au tableau représentant
quelques distances apres les temps donnés, est
réalisé par des calculs s’appuyant sur un rai-
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sonnement hypothético-déductif, notamment
sur [utilisation répétée du syllogisme. Les
cadres arithmétique et algébrique se prétent
bien a la pratique par des ¢éléves de cette forme
de raisonnement relégué souvent au cadre
géométrique.

L’intérét d’étudier le mouvement d’une
bille sur un plan incliné tient aussi au fait que,
déja au départ, avant le processus de modélisa-
tion, il apparait I’idée de covariation entre le
temps et la distance car celle-ci varie explicite-
ment avec le temps. Le role du temps est donc
trés important pour la perception d’une varia-
tion. Pour les éléves, cela facilite la discrimi-
nation entre la variable indépendante et la va-
riable dépendante lors du passage a la repré-
sentation fonctionnelle du temps et des dis-
tances y liées.

Dans ce processus de modélisation, la no-
tion de fonction a été utilisée sans que I’on ait
besoin de la définir. De plus, la fonction du se-
cond degré considérée ici a été représentée a la
fois par un tableau a deux entrées (le temps et
la distance) et par la formule algébrique, ce qui
¢vite d’identifier la notion de fonction a 1'une
seulement de ses représentations.

Le passage du tableau a la formule,
comme moyen de résumer sa régularité, a per-
mis aussi de fournir a la notion de « variable »,
représentée ici par le symbole ¢, la significa-
tion suivante : ¢ peut étre remplacée par les dif-
férentes valeurs numériques du temps dont
chacune détermine la valeur numérique de

I’expression littérale ¢°, comme étant le carré
de la valeur choisie de ¢.

L’importance de la modélisation algé-
brique qui conduit aux modeles fonctionnels et
a la mise en place des bases de 1’algebre ¢lé-
mentaire est étudiée par Krysinska et Schnei-
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der (2010) et Job, Krysinska et Schneider
(2023).

2.—L’expérience de Galilée avec des
éleves

Dans cette section, nous présentons et
analysons 1’expérimentation réalisée dans deux
des groupes d’¢éleves avec lesquels nous avons
réalisé l’activité. Le premier groupe était
constitué de 16 éléves provenant de différentes
classes de 5¢ secondaire® d’une école d’ensei-
gnement général, pour une activité hors classe.
Le second groupe était une classe d’¢léves de
4¢ secondaire, qui vivait ’activité comme pre-
micre introduction au chapitre sur les fonctions
du second degré. Douze éleves étaient pré-
sents. Dans les deux cas, la legon a duré un
peu moins de 90 minutes tout compris.

La lecon s’est concentrée successivement
sur le modele arithmétique, le modele fonc-
tionnel sous forme de tableau de nombres et le
modele fonctionnel algébrique présentés plus
haut. Les questions posées aux éléves sont pré-
sentées en annexe. Notons que ce scénario cor-
respond a I’expérimentation avec le second
groupe, pour laquelle certaines consignes ont
été ajustées suite a I’expérimentation avec le
premier groupe, ce que nous expliquerons plus
bas.

Concernant le matériel, notre « plan incli-
né a la maniere de Galilée » est un rail en bois
long de trois metres. Il est gradué tous les
15 cm, mais sans nombres associés. Cinq clo-
chettes peuvent étre positionnées le long du
rail, sur les graduations ou entre celles-ci.
L’inclinaison du plan n’est pas fixée d’emblée,

> En Belgique, la 4° secondaire correspond a des éléves
agés d’environ 15-16 ans (équivalent de la 2% en
France) alors que la 5° secondaire correspond a des
¢éléves de 16-17 ans (1™ en France).
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elle dépend de la hauteur du support sur lequel
on place une de ses extrémités. En utilisant par
exemple une chaise de la classe, on obtient un
angle d’inclinaison de 1’ordre de 10°.

Figure 11 : Le plan incliné en situation
de classe.

2.1. - Vers
Galilée

le modele arithmétique de

Aprés une petite introduction historique
permettant de resituer Galilée et les outils dis-
ponibles a son époque, nous présentons le
« plan incliné a la maniere de Galilée » et son
intérét expérimental pour étudier le mouve-
ment des corps plutdt qu’un lacher depuis le
haut d’une tour. Nous posons la question
initiale :

Comment positionner les clochettes de ma-
niere qu’elles sonnent réguliecrement au

passage de la bille qui serait ldchée a
Uextrémité du rail ?

Formulation d’hypothéses par les éléves et
confrontation de celles-ci  avec
P’expérience

Les ¢leves sont invités a formuler leurs
propres hypothéses, qui pourront étre testées
sur le dispositif expérimental.

Avec le premier groupe, les 16 éleves
ont été d’emblée invités a exprimer oralement
leur proposition de positionnement.

Un ¢léve propose de disposer les clo-
chettes a intervalles réguliers (intervalles
1—-1-1-...). Un autre lui rétorque immédia-
tement : « non, ce n’est pas possible, car la
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bille accélere ». Un ¢éleéve réalise toutefois 1’ex-
périmentation devant la classe avec cette dis-
position et effectivement, on entend les clo-
chettes tinter a une cadence de plus en plus ra-
pide. Notons qu’il ne positionne pas de clo-
chette a la position initiale du plan incliné, et
que les éléves suivants qui testeront des hypo-
théses de disposition de clochettes feront de
méme. Ce (non) choix a privé la classe d’un
témoin sonore de la durée de parcours de la
bille sur le premier intervalle, et ce pour toutes
les expérimentations.

Une deuxiéme hypothese est ensuite pro-
posée par un éleve : des intervalles successifs
qui doublent a chaque fois (1-2-4—-8-...),
ce a quoi un autre répond « je ne suis pas slr
que ca accéleére autant quand méme ». L’expé-
rimentation montre effectivement que les clo-
chettes sonnent a des moments de plus en plus
espacés®.

Voyant que quand les clochettes sont pla-
cées a intervalles régulier, la cadence des tinte-
ments accélere, alors que quand elles sont pla-
cées avec des intervalles qui doublent a chaque
fois, la cadence ralentit, un ¢éléve propose
spontanément une troisieme hypothése, inter-
médiaire entre les deux premiéres : « on pour-
rait tester 1 —2 — 3 — 4 », autrement dit des in-
tervalles successifs qui croissent d 'une unité a
chaque fois. Lors de I’expérimentation, cela
semble trés régulier a I’oreille, mais sans tou-
tefois que les éléves ne soient convaincus que
ce soit assez précis pour trancher. Notons

® En fait, si une clochette était placée au temps 0 (et
qu’on se situait dans une situation idéale d’expérimen-
tation et de mesure), nous aurions pu constater que la
durée des intervalles successifs commence par dimi-
nuer avant d’augmenter de plus en plus. En effet, les
quatre premiers intervalles sont, en théorie, successive-
ment de 1-0,732—-0,914—1,227 unités de temps,
mais les éléves n’ont pas pu « entendre » le premier de
ceux-ci suite a I’absence de clochette en position
initiale.
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qu’ici, I’absence de témoin sonore pour le pre-
mier intervalle de temps n’est pas insignifiant.
En effet, les cinq premiers intervalles de temps
sont 1-0,732-0,717-0,713 — 0,711 unités
de temps en théorie. En I’absence de clochette
a la position initiale, les quatre intervalles en-
tendus sont donc trés proches en durée, avec
une différence difficilement perceptible a
I’oreille.

Pour le second groupe, nous avons donc
veillé a imposer qu’une clochette soit placée
en position initiale. Par ailleurs, pour tenter de
récolter ’intuition premicre de chaque éléve et
pas seulement de ceux prenant la parole, nous
leur avons demandé¢ de compléter individuelle-
ment, par écrit, un dessin schématique du rail
et de la position des clochettes sur celui-ci (les
positions 0 et 1 étant fixées) de manic¢re que
les clochettes sonnent réguliérement.

Huit des douze éléves pensent qu’il faut
disposer les clochettes a intervalles réguliers
(1-1-1-...). Les autres ont I’idée que la
bille va accélérer et proposent d’autres
dispositions :

*1-1-2-2—_..
*1-2-2-2—...,
*1-2-3-4—...

Ces quatre hypothéses ont été testées ex-
périmentalement sur le plan incliné. Les cinq
clochettes permettaient de tester une succes-
sion de quatre intervalles. La proposition
l1-1-1-1-... a été invalidée immédiate-
ment par I’expérience, les tintements des clo-
chettes se faisant de plus en plus rapprochés.
L’hypothese 1-1—-2-2—... est également
invalidée par I’expérience. Un éleve demande
alors de tester I’hypotheése 1 —2-2-2— ...,
méme si les autres expriment qu’ils savent dé-
ja que ca ne fonctionnera pas, car «la bille
accélere ».
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On teste alors I’hypothése
1-2-3-4— ..., qui semble produire des
tintements assez réguliers, sans qu’on puisse
étre complétement convaincus, notamment sur
le début du parcours de la bille.

Un ¢leve fait alors une nouvelle proposi-
tion : placer chaque cloche de maniére a ce
que chaque intervalle soit une fois et demie
plus long que [Dintervalle précédent
(1-1,5-2,25-3,375-...), mais I’expéri-
mentation invalide cette hypothese.

Les quatre propositions initiales des
¢éléves sont rassemblées au tableau, et annotées
au fur et a mesure des essais avec le matériel.
La cinquiéme proposition est également ajou-
tée par la suite.

2

‘o
| =l

n

|

| |
ENNNEENEEEn

|

Figure 12 : Extrait des notes d’une éleve.

Vérification de I’hypothése de Galilée

Comme nous I’anticipions, I’hypothese de
Galilée n’est pas apparue spontanément dans
les deux groupes d’éleves. Nous avons donc,
apres le temps de test des différentes proposi-
tions des éleves, énoncé 1’hypothese de Gali-
1ée : « Les espaces parcourus en des temps
égaux par un mobile partant du repos ont
entre eux méme rapport que les nombres im-
pairs successifs a partir de ['unité ».
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Apres un petit temps individuel d’appro-
priation de cet énoncé par les ¢éléves, 1'un
d’eux a été invité a venir placer les clochettes
comme proposé¢ par Galilée. Dans le premier
groupe, cela n’a pas pos¢ de difficulté. Dans le
second groupe, 1’¢éleve invité a manipuler le
matériel a placé les clochettes aux positions

1,3,5, ..., et pas de maniére que les inter-
valles  successifs  soient en  rapports
1:3:5:....11 adonc positionné chaque clo-

chette en comptant les graduations a partir de
la position 0. Ainsi, les intervalles entre les
clochettes placées par 1’¢éléve étaient tous de
deux unités et ne correspondaient donc pas a
I’hypothese de Galilée. Apres relecture et ap-
propriation en groupe classe de I’hypothése de
Galilée, il a pu corriger la disposition, que
nous avons ensuite schématisée ensuite au
tableau.

L’hypothése de Galilée est ensuite testée
avec le matériel. Les tintements semblent plu-
tot réguliers a [oreille, bien que certains
¢léves aient I’'impression d’un léger ralentisse-
ment des tintements, mais il leur semble qu’on
peut faire confiance a Galilée, et imputer ce ra-
lentissement au contact répété de la bille avec
les clochettes notamment.

Variation : doublement de I’écart initial

Pour tester la compréhension des éleves,
nous avons pos¢ la question :

Et si maintenant, au lieu de commencer par
un écart de 1, on commengait par un
écart de 2, que devraient étre les espace-
ments suivants entre les clochettes pour
que celles-ci tintent encore de maniere
réguliere ?

Dans le premier groupe, un éléve a
d’emblée proposé oralement de prendre
comme écarts suivants 4, 6, 8, ..., c’est-a-dire
disposer les clochettes de sorte a avoir des in-
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tervalles 2 -4 -6 -8 — ... . On voit 12 une ré-
surgence du modele additif (ajouter 1 a la lon-
gueur de chaque intervalle 1 -3-5-7-...)
plutdét que le modele multiplicatif correspon-
dant aux situations de proportionnalité, ce qui
est cohérent avec I’affirmation de Brousseau :
« le modele additif est un obstacle résistant a
la mise en place du modele multiplicatif »
(Brousseau, 1981, p. 61).

Dans le second groupe, les éléves ont été
invités a écrire leur réponse avant un tour de
table. Ici aussi, le modéle additif oriente les ré-
ponses de la moitié des éléves, qui proposent
des intervalles en disposition
2-4-6-8—.... Quand on leur demande
d’expliquer leur réponse, c’est 1’idée d’« ajou-
ter I partout » qui ressort. L’autre moiti¢ des
¢léves proposent quant a eux la disposition
correcte 2—6—10—14— ..., certains expri-
mant qu’on double les distances par rapport a
la disposition d’origine 1-3-5-7—...,
d’autres invoquant plutdt I’hypothése de Gali-
lée : on multiplie par trois, puis par cing, sept,
etc. I’écart initial de 2. Notons enfin qu’un
¢éleve suggere une disposition 2 -6 -9 — 14,
mais ne propose pas d’explication.

Dans ce second groupe, on teste I’hypo-
thése 2—-4—-6—8— ... avec le matériel et les
¢léves constatent que le rythme est trop rapide
par rapport a la durée du premier intervalle.

Variation : changement de la pente

Nous avons également demandé :

Que se passerait-il si on changeait l'incli-
naison du plan ? L’ hypothése de Galilée
resterait-elle toujours vérifiee ?

Dans les deux groupes, les €leves avaient
des avis mitigés. Ils expriment que si on aug-
mente la pente, la bille ira plus vite, mais ils
sont partagés sur le maintien de la validité¢ du
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modele de Galilée. Ceux qui pensent que 1’hy-
pothése ne sera plus vérifiée argumentent que,
comme la bille ira plus vite, il faudra espacer
plus les clochettes. Ceux qui pensent que I’hy-
pothése reste valable argumentent que le
rythme des tintements sera juste plus rapide,
mais toujours régulier avec les clochettes dis-
posées comme précédemment.

On teste avec des pentes assez proches,
pour lesquelles la situation est trés proche de la
situation d’origine. Mais quand on teste avec
une pente nettement plus faible, on est
confronté aux limites du mod¢le expérimen-
tal : les tintements de clochettes s’espacent, ce
qui est dii au fait que les frottements de-
viennent non négligeables et contrent 1’accélé-
ration correspondant au mouvement libre.

Nous invitons alors les éleves a relire
I’hypothése de Galilée et faisons remarquer
que, nulle part, Galilée ne parle d’inclinaison
du plan : il a donc pensé son hypothése de ma-
niere universelle, comme caractérisant le mou-
vement libre d’une bille sur n’importe quel
plan incliné.

Des expériences totalement

concluantes

non

Finalement, toutes ces expériences n’ont
pas permis de conjecturer I’hypothése de Gali-
1ée, ni de la vérifier a coup shr. Elles ont sur-
tout servi a mettre a 1’épreuve d’autres hypo-
théses et, par ce biais, a s’approprier des €lé-
ments de I’hypothése de de Galilée.

2.2. - Vers le modéle fonctionnel sous forme
d’un tableau de nombres

Dans le premier groupe, nous avons de-
mand¢ aux éleves :
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Quelle distance sera parcourue par la bille
successivement en 1, 2, 3, 4, 5, ...,
n secondes ?

avant de leur poser la question pour quelques
temps fractionnaires et de leur demander de
rassembler le tout dans un tableau. Cela a posé
probléme pour la suite, car, voyant les résultats
1,4,9, 16,25 metres pour 1,2,3, 4 et 5 se-
condes, les éleves ont repéré rapidement la ré-
gularité pour les temps entiers naturels et ont
directement exprimé que la distance parcourue
au temps n était égale a n°, ce qu’ils ont eu le
réflexe d’étendre a priori pour des valeurs du
temps quelconques, sautant donc de maniére
prématurée au modele fonctionnel algébrique.
Pour répondre aux questions concernant les
temps fractionnaires, ils calculent donc direc-
tement le carré du temps, plutot qu’utiliser
I’hypothése de Galilée.

Pour le deuxiéme groupe, nous avons
donc fait le choix de ne faire réfléchir les
¢léves, pour commencer, que sur les toutes
premicres valeurs entiéres naturelles du temps,
en leur demandant de commencer a compléter
un tableau des distances parcourues en se ba-
sant sur les données (premier métre parcouru
lors de la premiere seconde) et I’hypothése de
Galilée.

t 0 1 2 3
d 0 1 4 9
(=143) | (=1+3+5)

Tableau 3 : Début de la construction
du tableau.

Lors de la mise en commun, un schéma
du type de la figure 6 est réalisé au tableau.

Apres cette étape, qui n’a pas posé diffi-
culté, nous leur avons demandé :

Au temps é quelle distance aura parcouru
la bille, a quelle position sera-t-elle ?
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La plupart des ¢€léves proposent de placer
la clochette a d=0,5. Un éleéve propose de la
placer apres d=0,5. Un seul ¢éléve propose de
la placer avant d=0,5, mais il ne parvient pas
a expliquer son point de vue. Une discussion
s’engage : si c’était d=0,5, cela signifierait
que la bille parcourt la méme distance sur I’in-
tervalle de temps entre 0 et % et celui entre %

etl. Or on a vu que la bille accélere. Les
¢leves se convainquent donc qu’il faut posi-
tionner la clochette avant dZ%, mais a quelle
position ? Beaucoup d’éleéves proposent % En
s’aidant de schémas comme ceux réalisés plus
haut, ils parviennent a exprimer que cela cor-
respond bien a I’hypothese de Galilée, puisque
la distance de % parcourue pendant la
deuxiéme demi-seconde est bien le triple de
celle de % parcourue pendant la premiere demi-
seconde. Le tableau 3 est donc complété avec
ce nouveau couple de valeurs.

1
2

1
— 1 4
d 0 1 9

Tableau 4 : Poursuite de la construction
du tableau.

Nous avons ensuite demandé :

Et au temps é a quelle distance de [’ori-
gine se situe la bille ?

Les ¢leves sont un peu perdus. Pour les
relancer, nous dessinons 1’'un en dessous de
I’autre deux schémas de plans inclinés, a des
échelles différentes, en leur faisant remarquer
qu’ils sont capables de déja compléter le se-
cond avec la position de la bille aux temps
t=letr=2.
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Figure 13 : Relance proposée au tableau.

Les éléves essaient de travailler avec des
fractions en dixiemes, tout en respectant les
rapports 1:3:5 de Galilée, mais cela coince
pour le dernier morceau : --+-+-> ne donne

pas 1 au total.

Une aide a dii leur étre donnée pour leur
proposer de travailler en neuviémes. A partir
de 13, ils ont trouvé rapidement la distance par-
courue au temps t=§ ainsi qu’au temps 12%,
ce qui leur a permis de compléter le tableau.

1 1 2

t 0 3 2 3 1 2 3
1 1 4

d 0 9 9 1 4 9

Tableau 5 : Poursuite de la construction
du tableau.

2.3. - Vers le modéle fonctionnel algébrique

Comme déja évoqué, dans le premier
groupe, la régularité d (t):t2 a été (trop) rapi-
dement observée par les éléves pour des va-
leurs entiéres et abusivement étendue a toutes
les valeurs fractionnaires, sans tenir compte de
I’hypothese de Galilée. Une maniere d’empé-
cher cet automatisme consisterait a poser
d’abord les questions concernant la distance
parcourue en une fraction de secondes ou,
comme nous |’avons fait avec le deuxieme
groupe, de ne s’intéresser qu’a une ou deux
valeurs entieres avant de se pencher sur les va-
leurs fractionnaires du temps.
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Dans le second groupe, on a demandé
aux ¢léves d’observer le tableau 5 complété,
voir si on peut dégager une régularité et propo-
ser une formule qui permettrait d’exprimer
celle-ci. Un éleve dit que « c’est la formule des
carrés », ce avec quoi les autres éléves sont
d’accord. On vérifie cette hypothese sur =4,
pour lequel on obtient d =16, soit en calculant
le carré de 4, soit en additionnant les écarts

successifs, en remarquant que 1+3+5+7=4",

Comme nous nous en doutions, ni dans un
groupe, ni dans ’autre, les ¢léves n’ont été ca-
pables d’expliquer par eux-mémes pourquoi
des sommes de nombres impairs étaient les
carrés. Dans le premier groupe, nous avons
montré le début de la construction des gno-
mons (1+3) et leur avons demandé de réfléchir
a la suite, dans le second groupe, nous avons
présenté la démonstration visuelle avec plu-
sieurs étapes d’ajout de gnomons.

On institutionnalise ensuite avec les
¢léves que I’hypothese de Galilée implique, en
supposant que d(0)=0 et d(1)=1, que
d(t)=¢". Dans le second groupe, on présente
aussi les écritures standardisées y=x" et
7 (x)=x, en prévision du travail sur les fonc-
tions du second degré qui suivra cette lecon
introductive.

2.4.-Vers une généralisation du modele
fonctionnel par le paramétrage

Avec le premier groupe, nous avons eu
I’occasion d’entamer une généralisation avec
parametre. Pour cela, nous avons d’abord de-
mandé comment changerait 1’équation du
mouvement si on modifiait I’inclinaison du
plan. L’idée d’un facteur multiplicatif devant
le £, qui changerait selon 1’inclinaison, vu que
la bille va plus ou moins vite selon qu’on aug-
mente ou diminue I’inclinaison, n’a pas posé¢
de difficulté.
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Nous avons ensuite posé la question
suivante :

On veut comparer deux plans inclinés A et
B, d’inclinaisons différentes. Quand on
lache une bille sur le plan A, elle par-
court une distance de 0,3m en 0,5 s.
Quand on lache une bille sur le plan B,
elle parcourt une distance de 0,05 m en
0,2 s. Des deux plans, lequel est le plus
incliné par rapport a I’horizontale ?

Pour relancer les ¢éléves en difficulté avec
la question, nous demandons si I’un ou I’autre
peut donner un indice en un mot ou une phrase
courte. Une ¢€léve propose « distance parcou-
rue en une seconde ». Comme d’autres, elle a
appliqué I’hypotheése de Galilée pour calculer
que la bille parcourt (1+3)-03m=1,2m en
une seconde sur le plan A, alors qu’elle par-
court (1+3+5+7+9)-0,05m=1,25m en une
seconde sur le plan B, ce dernier étant donc
plus incliné que 1’autre.

On écrit ensuite les deux formules du
mouvement, d ,(t)=1,2¢"etd ,(¢)=1,25¢".

2.5. - Limites de I’adéquation entre ’expé-
rience  physique et le modéle
mathématique

Comme nous l’avons mentionné a plu-
sieurs reprises, nous sommes confrontés aux
limites de 1’adéquation entre 1’expérience et le
modele.

En effet, I’hypotheése de Galilée corres-
pond a la situation du mouvement libre d’un
corps, qui ne serait soumis qu’a son poids et a
la force de réaction du plan. Or, la bille est for-
cément soumise au frottement fluide 1i¢ a la ré-
sistance de I’air ainsi qu’au frottement sec dy-
namique lié au contact entre la bille et le plan
incliné. Ce frottement sec dépend du coeffi-
cient de frottement cinétique (et donc du ca-
ractere plus ou moins lisse de notre bille et de



Repeéres - IREM n° 141 décembre 2025

notre plan) ainsi que du poids apparent de la
bille, et donc de I’inclinaison du plan (moins le
plan est incliné, plus le poids apparent de la
bille est élevé).

A cela s’ajoutent les interactions liées a la
prise de mesure : a chaque collision avec une
clochette, la bille transfére une partie de sa
quantité de mouvement a celle-ci, et perd ainsi
un peu de vitesse.

Par ailleurs, il n’est pas si évident, a
I’oreille, de distinguer si des tintements sont
réguliers, d’autant plus quand ils sont en petit
nombre, ce qui était le cas ici avec nos cinq
clochettes. En outre, la bille accélérant, les col-
lisions avec les clochettes se font de plus en
plus fortes, ce qui influence le volume du tin-
tement de celle-ci, ce qui pourrait avoir des ef-
fets psychoacoustiques sur la perception par
chaque individu.

Tout cela témoigne des limites de la vali-
dation expérimentale de I’hypothése de Gali-
l1ée : il faudra donc se tourner vers les argu-
ments cinématiques ou mathématiques utilisés
dans la section 4.

3. — Retour sur les Discours et démonstra-
tions de Galilée

Si la legon présentée dans cet article s’ins-
pire des travaux de Galilée, la recherche pro-
posée aux éléves a partir de 1’exploration du
plan incliné dit de Galilée est vraisemblable-
ment ¢€loignée de celle que Galilée a réalisée
pour établir la loi de la chute des corps. Notre
objectif n’est en effet pas d’initier une ap-
proche historique des textes de Galilée, mais
plutot d’engager les €éléves a un processus ré-
current de modélisation pour la construction
du modele fonctionnel du second degré.

Dans son ouvrage Discours et démonstra-
tions mathématiques concernant deux sciences
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nouvelles, publié en 1638, aprés avoir étudié
les propriétés du mouvement uniforme (2 vi-
tesse constante), Galilée commence par imagi-
ner quelles seraient les propriétés du mouve-
ment accéléré le plus simple a ses yeux, c’est-
a-dire celui ou la vitesse croit linéairement en
fonction du temps (accélération constante). Il
nomme ce mouvement le « mouvement unifor-
mément accelére ».

Il commence par prouver que, pour par-
courir une méme distance en un méme temps
avec un mouvement uniformément accéléré
(partant du repos) et un mouvement uniforme,
la vitesse du mouvement uniforme doit étre
égale a la moiti¢ de la vitesse finale atteinte
par le mouvement accéléré. Il prouve ensuite
que, dans le cas d’un mouvement uniformé-
ment accéléré, les espaces parcourus (depuis la
position de repos) en des temps quelconques
sont entre eux comme les carrés de ces temps.
Dans notre symbolisme actuel, on pourrait ex-

primer cela en d(¢)~¢". 1l en déduit ensuite
que

Si nous prenons successivement un
nombre quelconque d’intervalles de
temps égaux, a compter du premier ins-
tant du mouvement, [...], ces espaces se-
ront entre eux comme les nombres im-
pairs a partir de ['unité, soit 1, 3, 5, 7 ;
tel est en effet le rapport des différences
entre les carrées [...] (Galilée,

1638/1970, p. 142).

Galilée établit donc la loi des nombres
impairs comme un corollaire du théoréme éta-
blissant, pour un mouvement uniformément
accéléré, que les espaces parcourus sont entre
eux comme les carrés des temps correspon-
dants. Il présente donc un raisonnement en
sens inverse de celui que nous proposons ici
aux éleves.
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C’est seulement ensuite qu’il explique
— ou plutot qu’il fait raconter par son person-
nage Salvati— que de nombreuses expé-
riences ont été réalisées pour confirmer que ce
« mouvement uniformément accéléré », étudié
de manicre théorique, correspond avec le
« mouvement naturellement accéléré », c’est-
a-dire celui de la chute des corps tel qu’on
peut I’observer dans la nature.

Le dispositif expérimental décrit dans
I’ouvrage de Galilée ne mentionne pas de clo-
chettes. On peut néanmoins admirer un exem-
plaire ancien a clochettes, datant du début du
XIXe siecle, au Museo Galileo a Florence, ou
sur le site web de ce musée, qui précise qu’il
n’existe pas de document historique permet-
tant d’affirmer que Galilée a réalisé exacte-
ment cette expérience.

Dans les Discours, le personnage Salvati
décrit le dispositif expérimental (Galilée,
1638/1970, p. 143-144). 1l s’agissait d’un plan
incliné d’environ 12 coudées dont une extré-
mité est ¢levée de 1 ou 2 coudées (une coudée
a Florence mesurait alors 0,573 m), dans le-
quel un petit canal bien lisse était creusé pour
y faire rouler une boule de bronze bien arron-
die et polie. Pour mesurer le temps précisé-
ment pour que la boule parcoure la longueur
totale du plan, ou son quart, sa moitié, ses
deux tiers ou toute autre fraction, il explique
utiliser un seau rempli d’eau percé : la quantité
d’eau recueillie dans un récipient, proportion-
nelle au temps €écoulé, pouvait étre mesurée as-
sez précisément. Il fait dire a Salvati, pour
confirmer que son modele théorique corres-
pond au mouvement naturel de la chute libre
d’un corps :

Dans ces expériences répétées une
bonne centaine de fois, nous avons tou-
jours trouvé que les espaces parcourus
étaient entre eux comme les carrés du
temps.
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Notons que la question de savoir si Gali-
lée a effectivement réalisé ces expérimenta-
tions est sujet de controverse pour les histo-
riens des sciences (Segre, 1980). Pour des au-
teurs comme Drake (1973) et Settle (1961), la
réalité de ces expérimentations ne fait pas de
doute, de méme que la possibilité pour Galilée
de réaliser ces expérimentations de manicre
précise avec les moyens techniques de
I’époque. Pour d’autres, comme Koyré (1966,
p. 154), suivi par Thuillier (1983), rien n’est
moins slr, d’autant que, selon Koyré, Galilée
n’avait pas besoins des expérimentations pour
formuler sa loi comme en témoignent ces mots
de Galilée lui-méme (1638/1970, p. 131) :

Quand donc j’observe une pierre tom-
bant d’une certaine hauteur a partir du
repos et recevant continuellement de
nouveaux accroissements de vitesse,
pourquoi ne croirais-je pas que ces ad-
ditions ont lieu selon la proportion la
plus simple et la plus évidente ? [...] ce
qui sera le cas si par « uniformément »,
et, du méme coup, « continuellement ac-
celéré » nous entendons un mouvement
ou en des fractions de temps égales quel-
conques se produisent des additions
égales de vitesse.

4. — Validation de ’hypothése de Galilée

4.1. - Pourquoi le mouvement d’un corps
en chute libre est-il uniformément
accéléré ?

Comme cela vient d’étre écrit, Galilée a
probablement été convaincu, sans faire réfé-
rence a une expérimentation, que la chute libre
des corps est un mouvement uniformément ac-
céléré ; autrement dit, que la vitesse augmente
de maniere proportionnelle au temps, ou que le
taux d’augmentation de vitesse est constant, ou
encore que l’accélération est constante. Cette
hypotheése est conforme aux lois de la méca-
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nique newtonienne (Principia, 1687). Ces lois
mathématiques établies théoriquement par
Newton lui permettent de déduire (et donc
d’expliquer) les lois de Kepler du mouvement
des planétes, que ce dernier avait établies de
manicére empirique, a partir d’observations et
de mesures (4Astronomia nova, 1609 et Harmo-
nices Mundi, 1619) (« Lois du mouvement de
Newton, » 2026 ; « Lois de Kepler, » 2026) .

Voici le raisonnement qui méne & montrer
que la chute libre des corps a partir d’une hau-
teur, qu’on peut considérer petite par rapport
au rayon de la Terre, se fait avec une accéléra-
tion constante.

* Selon la premiére loi du mouvement de
Newton (principe d’inertie), tout corps
reste au repos ou en mouvement recti-
ligne uniforme sauf si une force nette
agit sur lui. Dans le cas d’un corps en
chute libre ou en mouvement libre sur un
plan incliné, il s’agit d’'un mouvement
accéléré, donc sous 1’effet d’une force.
La deuxiéme loi de Newton (principe
fondamental de la dynamique) met en re-
lation I’accélération, la masse et la force
dans I’équation F'=ma.

* Selon la loi universelle de la gravitation
dite aussi la loi de I’attraction univer-
selle, deux corps ponctuels de masses
respectives m , et my s’attirent avec des
forces vectoriellement opposées et de
méme norme. Cette norme, F, est pro-
portionnelle au produit des deux masses,
et inversement proportionnelle au carré
de la distance qui les sépare :

Gm, my
d2

ou G est la constante gravitationnelle.

F=

b

Pour un petit corps en chute libre proche
de la surface de la Terre, on a m ,=m, la masse
de I’objet considéré et my=m.,,,, la masse de
la Terre. On peut aussi supposer que d=r,,,,
le rayon terrestre. En rapprochant les équations
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correspondant aux deux lois, on déduit que
I’accélération a subie par le corps en chute
libre est constante, car

4.2. - Quelle suite des distances pour les
temps égaux faut-il pour que le mouve-
ment soit libre ?

L’accélération constante signifie que les
distances parcourues dans les temps égaux par
une bille sur un plan incliné augmentent
comme une suite arithmétique pendant une
suite d’intervalles de temps égaux. Mais,
toutes ces suites ne conviennent pas pour re-
présenter un mouvement libre donc avec une
vitesse nulle au départ.

Considérons, par exemple, la suite des
distances 1,2 ,3 ..., de terme initial 1 et de
raison 1. Pourrait-elle correspondre aux inter-
valles de temps égaux ? Dans ce cas, la dis-
tance totale parcourue apres n unités de temps
serait égale a

d(n) = 142+3+4+.. . +n
n(n+1)
2

2

n n

= —_—
2

b

et d’'une maniére générale a

Une telle formule en cinématique est in-
terprétée comme celle d’un mouvement uni-
formément accéléré avec une vitesse initiale de

%, ce qui est en contradiction avec 1’hypothése

d’un mouvement libre dont la vitesse initiale
est nulle.
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Quelle suite arithmétique pourra alors
modéliser le mouvement libre sur un plan in-
cliné ? Considérons que la bille soit soumise a
une accélération constante notée a, ce qui si-
gnifie que le taux d’augmentation de vitesse
est constant et qu’entre deux unité de temps
successives, la vitesse augmente de a. Notons
r la distance parcourue par la bille pendant la
premicre unité de temps.

La suite arithmétique des distances par-
courues en des temps unité successifs est alors
de la forme

ryr+a;,r+2a;r+3a; ... ;r+(n—1)a -

La distance d (n) parcourue aprés n unités
du temps est donc donnée par

d(n) = nr+"(”%)”
- 2yg),

La formule générale pour toutes les autres
valeurs du temps devient alors

Parmi toutes ces formules, celle qui véri-
fie la condition

r—%:O oua=2r

correspond au mouvement libre de la bille sur
la plan incliné car sa vitesse initiale est nulle.

La suite arithmétique y associée

ror+2rr+dr ;... ;r+2(n—1)r D

ou encore, en posant » = 1,
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1142514451465 ... ;1+2(n—1), ...
est bien celle de I’hypothése de Galilée.

On peut alors admirer I’intuition de Gali-
Iée qui a choisi cette suite comme modele du
mouvement libre, en chute ou sur un plan
incliné.

4.3. - Le nombre fini d’étapes d’observa-
tions suffit-il pour induire la perma-
nence de la régularité ?

En supposant qu’on veuille valider I’hy-
pothése de Galilée par I’expérience, se pose
néanmoins une question, au-dela des aspects
liés a la précision du dispositif et des prises de
mesures. Cette question concerne le nombre
infini d’étapes dont il est question dans 1’hypo-
thése de Galilée, alors que, pratiquement, on
ne peut réaliser d’expérience qu’avec un
nombre fini d’étapes et que les conditions ma-
térielles de 1’expérimentation imposent parfois
de se limiter a seulement quelques étapes. Un
nombre limité d’étapes suffirait-il pour induire
la permanence de la régularité ? A certaines
conditions, oui. En effet, supposons que soit
vrai le rapport 1 : 3 : 5 des trois premiéres dis-
tances parcourues en temps €gaux, indépen-
damment de la premiére distance et du temps
de son parcours. Nous avons formulé ainsi une
sorte d’hypothése de Galilée « affaiblie ». A
partir de cette hypothése, il est possible de cal-
culer les distances correspondant aux valeurs
2b 3

kAl
de temps 2" 3", ?, ?, 30

quelles que soit

les valeurs naturelles des paramétres k et £. 1l
est possible de démontrer que I’ensemble de
toutes ces valeurs est dense dans I’ensemble
des nombre réels. En tenant compte du fait que
la distance parcourue par la bille en fonction
du temps est croissante, il est alors possible de
calculer d’une maniére univoque les valeurs de



Repeéres - IREM n° 141 décembre 2025

la distance pour toutes les valeurs réelles du
temps.

Notons enfin qu’étant donné que le mou-
vement de la bille est uniformément accéléré,
sa formule générale est une formule polyno-
miale du deuxiéme degré. Il y a donc trois pa-
rametres a déterminer, on a donc bien besoin
de trois conditions a imposer : les trois pre-
mieres distances successives dans le rapport de
longueur 1 : 3 : 5 parcourues pendant un méme

temps.

Conclusions

L’intérét de ’hypotheése de Galilée et de
la possibilit¢ de son expérimentation maté-
rielle est qu’elles soulévent chez les éléves
plusieurs questions et hypothéses les incitant
au travail de modé¢lisation et leur garantissant
une certaine autonomie dans ce travail.

Quant au travail de modélisation lui-
méme, nous avons pu en montrer de multiples
facettes, plus particulierement la récurrence du
processus de modélisation : la régularité du
mouvement en chute libre modélisée par Gali-
lée par une suite arithmétique particuliére, mo-
délisée a son tour par un tableau numérique,
suivi du mod¢le algébrique exprimant la régu-
larité du modele numérique, toutes ces étapes
répondant a des questions engendrées par 1’hy-
pothése de Galilée.

Nous trouvons aussi particuliérement
¢éclairante la réversibilité entre le modele ciné-
matique d’un mouvement uniformément accé-
léré et ses modeles mathématiques sous la
forme d’une suite arithmétique ou d’une for-
mule du second degré : chacun de ces modeles
peut servir d’interprétation pour [’autre
modele.

Le travail de modélisation était une occa-
sion pour une partie d’éleves de rencontrer
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pour la premiére fois les fonctions du second
degré sous un aspect inhabituel (passage des
premigéres différences a la formule algébrique),
dans un contexte leur fournissant une raison
d’étre. Pour une autre partie d’éleves, ce
contexte a servi a réviser la notion de fonction
et les fonctions du second degré.

Terminons par 1’avis que le travail de mo-
délisation proposé ici peut étre réalisé a des ni-
veaux de conceptualisation différents. Pour
cette raison, il se préte bien a étre traité dans
des classes hétérogenes, dans une optique
d’enseignement différencié.
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Annexes

Questions posées aux éleves

Une expérience de Galilée et les questions qu’elle suscite

Le but de ’expérimentation que nous allons réaliser, inspirée des travaux de Galilée (1564-1642), est d’établir la loi du mouve-
ment libre d 'une bille sur un plan incliné.

Vous avez a disposition un dispositif construit a la maniére de celui qui aurait pu étre construit par Galilée. 1l s’agit d'un plan

incliné sur lequel on peut faire rouler une petite bille et sur lequel on a disposé des petites clochettes, que la bille fera sonner en
passant.

Vers le modele de Galilée

Question initiale : Comment positionner les clochettes de maniére qu’elles sonnent réguliérement au passage de la bille qui se-
rait lachée a ’extrémité du rail ? Formulez et testez sur le dispositif expérimental vos hypothéses.

Relance : Trouver le bon positionnement des clochettes n’est pas simple... Galilée était arrivé a I’hypothése suivante :

« Les espaces parcourus en des temps égaux par un mobile partant du repos ont entre eux méme rapport que les
nombres impairs successifs a partir de l'unité ».

Comment placer en pratique les clochettes sur le plan incliné de maniére a respecter 1’hypothése de Galilée ? Testez sur le dispo-
sitif expérimental si les clochettes tintent bien régulierement avec la disposition proposée par Galilée.

Variation 1 : Si, au lieu de commencer par un écart de 1, on commengait par un écart de 2, que devraient étre les espacements
suivants entre les clochettes pour que celles-ci tintent encore de maniére régulicére ?

Variation 2 : Que se passerait-il si on changeait I’inclinaison du plan ? L’hypothése de Galilée resterait-elle toujours vérifiée ?
Le mouvement sur un plan incliné particulier
On suppose que le plan est incliné de telle maniére que la distance de 1 métre est parcourue par la bille en 1 seconde.

1. Quelle distance sera parcourue par la bille en 2 secondes ? Et en 3 secondes ?

2. Autemps %s, quelle distance aura parcouru la bille, a quelle position sera-t-elle ?
3. Autemps +s, & quelle distance de I’origine se situe la bille ? Et au temps s ?
4

Complétez le tableau de nombres avec les résultats obtenus jusqu’a présent.

ts) | 0| 3| 3| 3 1 2 3

d (m)

Quelle régularité pouvez-vous observer dans ce tableau ? Exprimez-la par une formule.

Preuve de la formule pour des valeurs entiéres : Pour les premiers naturels n, on a calculé que la somme des n premiers impairs
re o1 \ 2 . .z
était égale a n”. Peut-on prouver cette identité pour tout » naturel ?

Des mouvements sur des plans inclinés différents

On veut comparer deux plans inclinés A et B, d’inclinaisons différentes. Quand on lache une bille sur le plan A, elle parcourt
une distance de 0,3 m en 0,5 s. Quand on lache une bille sur le plan B, elle parcourt une distance de 0,05 m en 0,2 s.

Des deux plans, lequel est le plus incliné par rapport a I’horizontale ?

49



