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Introduction

Les machines a calculer mécaniques sont
tombées en désuétude avec la généralisation
des calculettes électroniques —il y a un peu
plus de 40 ans. L’histoire de ces instruments,
entre leur premiere invention au XVII®siecle
et ’arrét total de leur développement dans le
troisieme quart du XX°siecle a été racontée
par de nombreux auteurs (Marguin, 1994 ; Ja-
cob, 1911 par exemple), documentée par de
nombreux autres dans un travail non encore
achevé, reprise et diffusée largement sur la
Toile. Bien que certaines machines soient rares
et précieuses, visibles dans les musées scienti-
fiques (ou pas, lorsque chez des collection-
neurs), bon nombre des mod¢les du XX° siécle
ont été tellement répandus en Europe qu’on
peut malgré tout encore en trouver facilement
dans des ventes d’objets de seconde main, sur
Internet ou méme dans les braderies ici ou 1a ;
de nombreuses collections privées en pos-
sédent et également quelques institutions, qui
ont développé une politique patrimoniale.

On peut donc se retrouver facilement
confronté a une de ces machines ; quels effets
cette confrontation produit-elle ? La machine
parait a la fois désucte et familiere par son as-
pect, abordable par la simplicité apparente de
sa facture et la nature de sa fonction et en
méme temps complétement étrangere par son
fonctionnement. Bien que sa disparition (dans
son utilisation premiere) soit relativement ré-
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cente, il semble ne plus y avoir d’intuition col-
lective de son fonctionnement, tant les calcula-
trices é€lectroniques puis les ordinateurs ont
imprégné totalement notre facon de penser le
calcul (les questions suivantes vont apparaitre
au premier contact avec les machines : « ou
entre-t-on le deuxiéme opérande ? », « ou lit-
on ce qu’on a entré ? », « ou sélectionne-t-on
I’opération retenue ?», «ou lit-on le
résultat ? »).

Ces décalages engendrent la curiosité, le
questionnement et le désir de comprendre ; il
ne s’agit pas seulement de connaitre le mode
opératoire pour arriver a retrouver les calculs
dont on connait le résultat, il faut comprendre
comment c’est possible. Pour comprendre,
I’utilisateur/explorateur mobilise ce qu’il sait
du calcul, de la représentation des nombres,
des propriétés des opérations, explicitement et
verbalement ou pas, jusqu’a ce que ses
connaissances et ce qu’il voit coincident, et la
plupart du temps, avec un sentiment d’éclair-
cissement profond.

Ces ressorts marchent quels que soient le
cadre et I’utilisateur, organisé¢ en classe ou en
activité¢ de loisir, pour des enfants ou des
adultes. On peut donc les utiliser pour
enseigner.

C’est dans cette idée que le travail sur
les instruments et en particulier sur ceux de
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calcul s’est développé a 'IREM de Brest de-
puis une quinzaine d’années.

Une exposition avec des ateliers pour les
classes co-animés par des étudiants et des uni-
versitaires (Le Brusq & Plantevin, 2013) grace
a la collaboration avec des collectionneurs
d’instruments, un groupe de recherche (/nstru-
ments dans [’histoire et dans la classe, noté
IHC par la suite) avec des enseignants du pri-
maire et du secondaire, en mathématiques et
en technologie, ont permis de développer et de
tester des activités pour les classes de cycle 3
(Moyon, Chorlay & Plantevin, 2018 ; Groupe
IHC, 2018) et pour la formation des ensei-
gnants® ; la fondation du Cabinet de curiosité?,
un lieu consacré aux instruments anciens a la
Faculté des sciences de Brest, et finalement la
conception de cours consacrés aux instruments
mathématiques pour les étudiants de mathéma-
tiques (ou autres) a différents niveaux. Petit a
petit, les idées se sont affinées ; les caractéris-
tiques des activités avec des instruments ma-
thématiques historiques qui nous semblent
riches se sont précisées et les objectifs que I’on
peut fixer a un tel travail ont pu étre décrits
(Plantevin & Milici, 2020).

En premier lieu, il s’agit de faire I’expé-
rience de la matérialité des concepts théoriques
en reliant les instruments a leurs contenus ma-
thématiques, mais aussi de situer les artefacts
dans leur contexte d’origine en considérant les
mathématiques de I’époque, et finalement de
faciliter le développement de 1’autonomie des
¢tudiants en encourageant leur liberté, leur res-
ponsabilité et leur créativité.

Le coeur des activités présentées ici, la
réalisation d’un prototype d’une additionneuse
a roues, a été testé auprés de divers publics

2 Dans le cadre des actions de 'IREM de Brest et de la
Maison pour la Science de Bretagne.

3 Fondé en 2015 par autrice pour travailler sur les ins-
truments, a partir des collections de physique de la Fa-
culté des sciences et de celle de 'IREM.
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dans divers cadres et circonstances, en classes
de CM1, CM2, 6°, en stage et atelier de forma-
tion d’enseignants, en classe de licence de ma-
thématiques et de master MEEF, en atelier
d’animation scientifique avec des adultes, elle
est donc en partie le résultat, le prolongement
ou I’approfondissement de plusieurs travaux
menés avec des formations différentes du
groupe, a des moments différents (cf. les réfé-
rences bibliographiques et les notes). Cepen-
dant, I’exploitation du kit avec des classes de
CM1 et CM2 rapportée ici est une expérimen-
tation menée avec deux enseignantes de pri-
maire entre 2019 et 2020 dans le cadre du
groupe IHC de ’IREM de Brest, Priscilla Gué-
na (école du Vieux Poirier, Goulven) et Muriel
Geslin  (école du Champ de Foire,
Plougastel-Daoulas).

La séquence s’appuie sur I’observation
d’une additionneuse particuliére, une Light-
ning calculator, que I’on nomme LC dans la
suite. C’est une additionneuse a roues ; 1’étude
de ses caractéristiques montre quelques-unes
des subtilités de I’histoire des instruments de
calcul. Mais I’étape cruciale de ’activité est la
réalisation matérielle d’un prototype opéra-
tionnel d’additionneuse avec un kit rudimen-
taire fourni (roues dentées, clous et support, de
quoi graduer, stylet). Pour satisfaire son cahier
des charges précis (additionner deux nombres
a trois chiffres, dont la somme a au plus trois
chiffres, avec report automatique de la rete-
nue) mais sans prescription ni indication autre
que I’observation de la LC, il faut lier intime-
ment questions technologiques et mathéma-
tiques. En découle une compréhension
concréte du principe de fonctionnement des
machines arithmétiques mécaniques plus avan-
cées (multiplicatrices) qui, en retour, éclaire
sous un jour nouveau les opérations mathéma-
tiques qu’elles réalisent. Cet aller-retour entre
instruments et concepts mathématiques qu’ils
représentent est un deuxiéme but de cette acti-
vité, le plus important mais pas le seul.
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La plus grande partie de cet article est
consacrée aux additionneuses a roues et aux
opérations d’addition et de soustraction, d’une
part parce que I’exploitation du kit de
construction que nous proposons n’a fait en-
core 1’objet d’aucune publication et d’autre
part parce que le travail sur la mécanisation du
calcul de I’addition permet d’aborder de fagon
utile et constructive les opérations plus com-
plexes que sont la multiplication et la division,
au moyen des machines multiplicatrices (qui,
dans I’immense majorité des cas, sont des ad-
ditionneuses évoluées). La partie 1 est consa-
crée a la présentation de I’activité autour de la
Lightning calculator, et de ses attendus. La
partie 2 en présente les implémentations et ré-
sultats avec des enseignants et des éléves. La
partie 3 dresse un bilan de ce qui a été travaillé
en mathématiques dans cette activité. La par-
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tie4 est consacrée a une séquence avec des
multiplicatrices de type Odhner menée dans le
cadre du projet « Passerelles : enseigner les
mathématiques a partir de leur histoire au
cycle 3 » (Moyon & Tourngs, 2018). Une syn-
thése de ce qui a été déja écrit dans la publica-
tion, un approfondissement concernant la divi-
sion, tout cela articulé avec 1’activité décrite
dans cet article (dont elle est le prolongement
naturel) sont présentés dans cette partie 4.
Dans les deux annexes sont présentés d’une
part les ressources complémentaires, en parti-
culier iconographiques, pour mener [’activité
compléte et d’autre part, une description illus-
trée d’un calcul mené par deux prototypes
d’additionneuse a roues.

1. — Activités autour d’une addition-
neuse a roues LC

Figure 1 : Additionneuse a roues Lightning Calculator (brevet 1926,
dimensions réelles : 34 cmX8 cmX 5 cm).

La LC est une curieuse petite machine.
C’est une additionneuse a roues. Elle permet
de réaliser I’addition de nombres a 7 chiffres
au plus (et dont la somme ne dépasse pas
7 chiffres) avec report automatique de la rete-
nue. Son principe de fonctionnement existe de-
puis le XVII®siecle (Pascal, Schickard) mais
son brevet (Michigan, USA) date du premier
quart du XX°siecle ; elle sera fabriquée en-
suite pendant une trentaine d’années (avec
quelques ameéliorations, notamment la sous-
traction). A cette époque, de nombreuses ma-
chines beaucoup plus sophistiquées et perfor-
mantes existent déja, surtout en Europe ; pour-

tant la LC est un grand succes commercial aux
Etats-Unis ou elle est encore de nos jours assez
facile a trouver. En France, elle est rare car
elle semble ne pas avoir ét¢ importée a
I’époque de sa fabrication.

Figure 2 : La LC est trés compacte.
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Elle pourrait donc sembler désucte
méme pour son €poque, et pourtant elle est en
fait résolument de son temps par sa compacité,
comme le montre la photo de la figure 2. On
peut trouver des images et vidéos montrant
I’intérieur de la machine sur la Toile (ainsi que
son brevet, cf. la sitographie en fin d’article)
qui permettent de mieux apprécier sa « moder-
nité¢ ». Tous ces paradoxes sont typiques des
artefacts anciens et constituent autant de
piéges dans lesquels une analyse hative pour-
rait nous mener. Méme si ce n’est pas la raison
principale du choix de cet objet, c’est un de ses
atouts que de permettre d’aborder des ques-
tions d’histoire des sciences et des techniques
en situation, a partir d’un cas concret. Son
atout majeur, et la raison pour laquelle nous
I’avons retenue au départ, c’est d’étre une ad-
ditionneuse a roues, dont il est possible de re-
produire le fonctionnement de fagon convain-
cante comme on va le voir.

Avant de passer a la description des acti-
vités menées autour de cette machine, indi-
quons rapidement comment on 1’utilise en dé-
crivant son mode opératoire et en montrant les
différentes étapes d’un calcul.

Pour entrer les opérandes, on entre
chiffre par chiffre en piquant le stylet dans le
trou en face du chiffre et en ’amenant jusqu’a
la butée, ce qui fait tourner la roue d’inscrip-
tion dans le sens horaire d’autant de dixiémes
de tour qu’il y a d’unités dans le chiffre. On
entre un opérande apres 1’autre. On lit le résul-
tat de 1’addition dans les lucarnes (on appelle
I’ensemble des lucarnes le totalisateur).

L’exemple de calcul, 283+31, est photo-
graphié pas a pas ci-dessous ; on pourra aussi
consulter la vidéo* de ce calcul.

4 https://ubotv.univ-brest.fr/video/1001-addition_1-lc/
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Figure 3 : Etapes du calcul de 283+ 31 avec la LC,
deux photos pour l'inscription de chaque chiffre,
quatre pour bien voir la transmission de la retenue
lorsque [’on inscrit 30.

On peut regarder I'intérieur de la ma-
chine (cf. sitographie) pour constater que
chaque roue d’inscription est engrenée avec sa
roue totalisatrice (de résultat) graduée et avec
la roue totalisatrice de 1’ordre suivant (a
gauche donc) par une de ses dix dents qui est
un peu plus longue que les autres. Un tour de
la roue d’inscription fait ainsi faire un tour a sa
roue totalisatrice et un dixieme de tour a la
roue totalisatrice de I’ordre suivant. Il y a de
plus un dispositif placé sur chaque roue totali-
satrice qui assure que la course entre chaque
rotation d’un dixiéme de tour est compléte. Le
principe est trés simple ; connaitre 1’intérieur
de la machine n’est pas nécessaire pour mener
activité car on peut fort bien en imaginer un
possible (il y en a plusieurs, comme on verra)
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sans idée précongue et chercher a le fabriquer.
Dans un deuxiéme temps, on peut vouloir sa-
voir comment fonctionne la LC, d’ou I’expli-
cation et la référence pour aller plus loin, mais
a notre avis, les utilisateurs/explorateurs de-
vraient étre laissés dans 1’ignorance de ces dé-
tails tant que leur propre machine n’est pas fa-
briquée de sorte que ce ne soit pas un obstacle
a I’invention de leur propre prototype.

1.1. - Description des trois étapes, de 1’ob-
servation a la construction d’un
prototype

Lorsque testée en classe ou en formation
d’enseignants, ’activité suit trois étapes dé-
crites ci-dessous (avec, comme on I’imagine,
des variantes de formulation, de rythme et de
temporalité¢). Dans des contextes d’animation
scientifique, on procede de maniere plus di-
recte en général, la construction avec le maté-
riel est proposée presque en simultané avec
I’observation de la LC, les considérations his-
toriques en découlant éventuellement. Une
compilation des diverses consignes possibles
pour décliner I’activité¢ est proposée dans les
documents joints (cf. ’annexe 1 pour le
descriptif).

Observation de photos de différentes ma-
chines de différentes époques

Une sélection de photos (entre 5 et 8) est
proposée selon les contextes parmi les 7 pla-
cées en annexe 1 en plus de celle de la LC.

* Pour la premiére question — déterminer
ce qu’elles ont en commun et ce que chacune a
de spécifique —, on pourrait faire remarquer les
choses suivantes.

Toutes les machines présentent des ca-
drans avec les chiffres inscrits en graduation,
un stylet ou un systéme pour pointer vers les
chiffres du cadran, des petites fenétres (une ou
deux par cadran) indiquant un chiffre (quand il
y en a deux, I'un des deux indique le chiffre
qui est pointé) ; dans plusieurs machines, il y a
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une double graduation. Une machine a deux
cadrans particuliers : un avec 12 graduations
de 0 a 11, autre avec 8 graduations en hui-
tiemes, de 0 a 7/8. Elles sont presque toutes
américaines et le texte qui apparait est en
langue anglaise. Les cadrans semblent regrou-
pés de droite a gauche par deux, puis trois ;
certaines ont des indications pour caractériser
les cadrans (units, tenths, hundreds, thou-
sands). Certaines indiquent ce qu’elles font par
leur nom (Addometer, Lightning adding ma-
chine) ou explicitement par une inscription qui
le dit. Certaines affirment faire aussi la sous-
traction, elles ont alors une double graduation.
Les matériaux sont variés, du laiton au plas-
tique en passant par le bois, le métal ou la Ba-
kélite. La finition est de type industrielle (nor-
mée, nette, clairement fabriquée par des ma-
chines) sauf pour la Auch, qui, elle, est claire-
ment un objet unique fabriqué comme un tout,
gravé, d’une facture trés soignée : un objet
précieux, de toute évidence.

On cherche donc a faire émerger parmi
les éléves ou les utilisateurs/explorateurs des
idées de nature différente sur les aspects tech-
niques, mathématiques et culturels qui per-
mettent d’aborder plusieurs points intéressants
spécifiques de I’histoire des sciences et des
techniques.

» Avec la deuxieme question — les classer
de la plus ancienne a la plus récente en étu-
diant les matériaux ou leur facture —, on pour-
rait aussi déduire (deviner, conjecturer en tout
cas) du point précédent le type d’utilisateur a
qui chacune est destinée et pour quel usage.

On remarque que, dans les photos, il n’y
a pas d’échelle et donc pas de moyen de com
parer leurs tailles, ce qui est pourtant un fac-
teur important a prendre en compte pour ap-
précier leur « modernité » via leur compacité.

* La derniére étape de cette phase d’ob-
servation attentive est de déterminer a quoi
elles servent, avec des arguments explicites.
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Dans cette étape, ce qui est recherché est
I’explicitation.

Voir la LC en action via un film ou en vrai

L’observation de la LC doit permettre le
légendage d’une photo de la machine. Il s’agit
d’identifier les parties importantes, de trouver
les mots pour décrire précisément ce que 1’on
voit. Dans ce but, on a besoin d’émettre des
hypotheses sur ce que la machine fait ; la mise
en commun permet d’exprimer clairement et
de partager les ressorts des réflexions menées.

Le but est d’établir un vocabulaire com-
mun pour la suite du travail, qui soit clair pour
tous, qui explicite le plus possible et le plus
justement possible ce que la machine fait et
d’émettre quelques hypothéses sur son fonc-
tionnement interne. On cherche a faire émer-
ger 1’idée des roues graduées pour représenter
les nombres, ordre de numération par ordre de
numération, selon la notation décimale de po-
sition des nombres, d’engrenages entre ces
roues pour la possibilité de transmettre la rete-
nue et donc de roues dentées.

On peut faire dessiner I’intérieur de la
machine qui ferait donc I’addition de deux
nombres et discuter des propositions ensemble
pour déterminer ce qui est impossible, ce qui
pourrait marcher et pour avoir peut-étre une
idée déja de la multiplicité des réponses pos-
sibles. Cette partie, 1’observation de la ma-
chine en fonctionnement et le dessin de I’inté-
rieur de la machine, a ¢été testée des la pre-
miere expérimentation comme on peut voir
dans les références (Moyon, Chorlay & Plante-
vin, 2018 ; Passerelles, 2018) et avec des en-
seignants en formation.

On peut constater des difficultés de na-
ture différente, mathématiques ou plutot tech-
nologiques ou bien a propos du lien entre ces
deux aspects. Par exemple : les roues dentées
sont bien présentes mais pas toujours avec le
bon nombre de dents (maths), pas toujours le
méme nombre de dents dans des roues de

10
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méme taille engrenées (techno), 1’engrenage
est complet pour représenter la retenue mais
du coup tout est bloqué (techno), les roues ne
sont pas placées en ligne, les unes a coté des
autres ou de fagcon a étre engrenées logique-
ment les unes aux autres (maths ou lien maths-
techno en tout cas). La encore, la possibilité
d’échanger sur les productions des différents
groupes (d’¢éléves ou de professeurs) est im-
portante. La compréhension vient souvent de
la confrontation des différentes idées.

Construction d’un prototype

L’idée de construire un prototype d’addi-
tionneuse avec le kit que 1’on propose est ve-
nue d’une petite brochure, Supplément de Bi-
bliotheque de travail (SBT), de 1965. Cette
collection (qui contient plus de 800 numéros,
complétés de quelques 500 suppléments) a été
congue et constituée entre 1932 et les années
80 comme outil documentaire adapté aux
¢leves pour le travail en autonomie proné par
la pédagogie Freinet.

Figure 4 : Le SBT 189 (1965), une source d’inspi-
ration d 'une activité en 2020.

C’est le collectionneur d’instruments de
calculs Claude Cargou qui a attiré mon atten-
tion sur cette publication (cf. la couverture et
la quatrieme de couverture en figure 4). L acti-
vité proposée est tres dirigée ; il ne s’agit pas
ici de chercher comment construire une ma-
chine a calculer qui permette le calcul d’addi-
tion et de soustraction de deux nombres a trois
chiffres, mais seulement de réaliser un proto-
type selon des plans fournis. Mais, si on pro-
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pose le matériel fabriqué, sans indication sur la
manicre de s’en servir pour atteindre le but re-
cherché, I’activité devient une véritable activi-
té de mathématiques et de technologie.C’est ce
que nous avons fait. Le kit de construction

\
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(cf figure 5) contient 4 roues a dix dents,
4 roues sans dent, 4 roues avec une dent, un
support, un cache, des tasseaux pour poser le
cache, 4 grands clous, des pointes, des petites
tiges en bois et des gommettes.

Figure 5 : Matériel de construction, kit de base dans sa boite.

1.2. - Détails
prototype

sur la construction du

Selon le matériel donné, on obtient des
recherches de construction de machines diffé-
rentes bien entendu ; si ’on n’a pas fait faire
les dessins avant, il peut étre utile de donner
un kit trés ouvert avec des roues de toutes les
tailles, avec différents nombres de dents de 1 a
12 par exemple. De méme, on a proposé seule-
ment des roues a une dent pour mettre en place
la retenue, d’autres dispositifs pourraient étre
imaginés.

Selon le temps passé a étudier la LC et
aussi selon le public, le prototype réalisé par
les éléves (ou les professeurs ou tout utilisa-
teur/explorateur) ressemble plus ou moins a la
LC. Les caractéristiques les plus remarquées
sont le sens de rotation pour I’inscription,
identique pour toutes les roues, I’inscription
avec la butée ou on « amene » le chiffre désiré
a la butée (en fait on améne le secteur de la
roue en face du chiffre désiré a la butée).

Les buts sont plus ou moins faciles a at-
teindre selon le public a qui I’activité est desti-
née mais dans tous les cas et méme pour des
adultes avertis, ils restent les mémes : explici-

ter ce que 1’on constate, 1I’expliquer, le justifier
pour comprendre vraiment ce que 1’on fait.

Le premier but de ’activité est de déter-
miner que si ’on veut représenter un nombre a
3 chiffres avec des roues graduées, il faut avoir
trois roues graduées en 10 secteurs angulaires
€gaux et qui sont placées selon la notation ha-
bituelle, de droite a gauche pour aller de la
roue des unités a la roue des centaines.

Le deuxieme but est de déterminer qu’il
faut que ces roues s’engrénent car sinon il n’y
a pas de calcul possible, puisque I’on ne peut
pas compter le nombre de tours complets faits
par une roue.

Ensuite, si I’on veut engrener deux roues
de facon différentielle, c’est-a-dire telle que la
premiére ne fasse pas toujours bouger Ia
deuxieme quel que soit son mouvement, il faut
avoir des roues avec un nombre de dents diffe-
rent (ou quelque chose qui dépasse sur cer-
taines dents éventuellement).

Le plus important sans doute d’un point
de vue mathématique : pour transmettre la re-
tenue, il faut que la roue des unités, par
exemple, en finissant un tour complet fasse
tourner la roue des dizaines d’un secteur, c’est-

11



ROUES DENTEES ET ENGRENAGES, NOMBRES
ET OPERATIONS : ALLERS ET RETOURS

a-dire d’un dixiéme de tour (qu’on appellera
parfois unité de rotation ou rotation ¢lémen-
taire par la suite).

Pour faire cela concrétement — étant don-
né le matériel fourni —, il faut une roue a une
dent : la roue des unités, graduée en 10 sec-
teurs possede une seule dent ; « transmettre la
retenue », c’est ajouter 1 a 9, c’est-a-dire faire
une rotation d’un secteur correspondant a un
dixiéme de tour a la roue des unités a partir de
la position 9 (qui reste a déterminer) sur la
roue des unités. Appliquer une rotation d’un
dixieme de tour a une roue, n’est pas passer
d’un nombre a un chiffre a son successeur
dans la liste ordonnée des entiers, mais lui
ajouter un ; ainsi le lien entre opération et nu-
mération est explicité et matérialisé. Il est im-
portant que ce soit fait avant toute graduation.
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Une fois retenues les deux roues, une a
10 dents, une a 1 dent, leur position respective
est arrétée, car la roue a 10 dents est nécessai-
rement la roue des dizaines, puisque I’autre
roue la fait tourner d’une unité lorsqu’elle exé-
cute un tour entier (de 10 unités donc), et cela
méme sans graduation. Cette étape est cru-
ciale : ¢’est effectivement le lien entre addition
et numération : le 1 de 13 est le méme que le 1
de la retenue dans 6+7 ; curieusement, cela ne
va pas de soi.

Explicitons cela : on peut représenter 1
et 3 par deux roues a 10 dents en plagant une
origine sur chaque roue et un repére sur le sup-
port fixe qui porte leur axe de rotation respec-
tif ; mais, pour que ces roues représentent le
nombre 13, il faut que les roues soient engre-
nées de sorte qu’un tour de la roue qui repré-
sente le 3 fasse tourner d’un dixieéme de tour
celle qui porte le 1 (cf. figure 6).

Figure 6 : Représentation des nombres avec des roues a 10 dents, 1 et 3 a gauche
mais 13 au milieu et a droite grdce a [’engrenage de la roue
a une dent du 3 avec celle du 1 (dent cerclée a droite).

Une fois cela fait, il faut penser a la roue
des centaines. Elle doit étre engrenée par celle
des dizaines par une seule dent : il faut donc
un deuxieme étage de roues pour que ce soit
possible. Si on veut poursuivre la machine
avec une roue des milliers, il faudra un troi-
sieme niveau a la roue des centaines, pour por-
ter la roue a une dent qui engréne la roue des
milliers. Il y a bien slir plusieurs fagcons de
construire ces niveaux mais il faut que pour
chaque paire de roues adjacentes, la roue a une
dent de la roue de droite soit au méme niveau
qu’une roue a dix dents de la roue de gauche et
que ce niveau soit différent de celui de cha-
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cune des roues a une dent ou dix dents de la
roue encore plus a gauche. C’est pourquoi on a
besoin de roues sans dents, dont on peut se ser-
vir aussi pour rajouter des niveaux neutres qui
isolent en quelque sorte les niveaux ou il y a
des dents (et éviter les frottements parasites
qui peuvent arriver dus a un défaut d’horizon-
talit¢ des roues).

Toutes ces ¢étapes permettent de
construire le principe de fonctionnement du
prototype avec trois roues. Les roues sont pla-
cées, les axes de rotation fixés sur le support et
le sens de rotation de chaque roue arrété.
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Il faut maintenant graduer les cadrans,
ou les roues, ou les deux, placer des reperes
pour pouvoir « entrer» effectivement les
chiffres des opérandes puis lire le résultat du
calcul mené. Chaque secteur représente une
unité, une rotation d’un secteur correspond a
I’addition « +1 » et au passage d’un chiffre a
son successeur. Pour que 1’on puisse représen-
ter un chiffre, il faut donc un repere a la fois
sur la roue et sur le cadre/support qui, lors-
qu’ils sont alignés, donne la position de départ
de la machine et I’origine des chiffres, le 0.
Ces deux reperes peuvent étre n’importe ou
sur le cadre et la roue, pourvu que, lorsqu’ils
coincident, la dent unique soit a neuf rotations
¢lémentaires de commencer a s’engrener avec
la roue de gauche (ce qui se termine a la fin de
la dixiéme rotation).

Pour entrer un chiffre, on peut piquer la
roue en face de l’origine du cadre/support et
faire tourner ce point de la roue jusqu’a at-
teindre le chiffre voulu sur le cadran, et on lit
donc ledit chiffre en face du repére origine de
la roue, ou bien piquer en face du chiffre voulu
et amener en face de l'origine du cadran
comme si celui-ci était une butée (comme la
LC en quelque sorte). La premiere procédure
est identique pour ajouter un autre chiffre et
permet de lire le résultat en face du repere de
la roue : prenons par exemple 3+5, on pique
sur la roue en face de I’origine du cadre qui, en
position de départ, est aussi le repere sur la
roue et on ’amene sur le 3, on pique a nou-
veau sur la roue en face de 1’origine du cadre
et on amene ce point en face du 5. Dans ce
mouvement, le repére de la roue a fait 3 rota-
tions élémentaires puis 5 rotations ¢lémen-
taires dans le méme sens, soit au total 8 rota-
tions élémentaires, et c’est effectivement vers
le 8 que le repére de la roue pointe.

La deuxiéme procédure ne fonctionne
pas aussi simplement car si, dans le méme
exemple, on pique en face du 3 et qu’on ameéne
ce point en face de ’origine du cadre/support,
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le repere sur la roue pointe vers le 7 alors que
la roue a bien fait 3 rotations élémentaires : si
on veut procéder de cette maniére, il faut soit
avoir une deuxiéme graduation pour la lecture
(cf- figure 12 ou annexe 2.1.), soit avoir une
roue au-dessus engrenée avec la roue de
I’ordre qui nous intéresse et qui renverse a
nouveau la graduation (comme dans la LC).

On le voit, il y a une grande variété¢ de
prototypes possibles méme avec seulement
trois roues (sens de rotation, place des origines
sur le support en face de chaque roue et bien
stir graduation, en particulier la graduation
double). Il n’y a en fait aucune raison pour que
les prototypes créés soient semblables ; tout
prototype qui marche est acceptable, la dé-
monstration fait foi. C’est d’ailleurs un autre
objectif de cette activité, qui vise le développe-
ment de 1’autonomie scientifique en encoura-
geant les initiatives et donc les activités
ouvertes.

2. — Implémentation et résultats

2.1.- Avec des adultes: groupe de re-
cherche et formation d’enseignants

L’activité a été menée en formation des
enseignants deux années de suite. Pour prépa-
rer le travail avec les ¢éleves, le groupe IHC a
par ailleurs cherché a construire autant de pro-
totypes différents que possible de maniere a ne
pas étre déstabilisé par les idées inattendues
d’un binéme d’¢leves. Ce n’est évidemment
pas possible d’étre complétement a 1’abri des
surprises (et tant mieux) ni si facile de déter-
miner si un prototype pourrait fonctionner
normalement.

L’activité en formation se déroulait sur
une petite journée seulement, ce qui était tout
juste suffisant pour mener a bien le travail de
graduation pour les plus rapides. Des photos
des prototypes (les participants pouvaient em-
porter leur prototype avec eux a l’issue de la
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journée) et des films de la démonstration (me-
née avec une visionneuse et un vidéoprojec-
teur) ont été faits. Les deux occurrences ont
mené a des versions assez homogeénes mais
différentes I'une de ’autre. La premicre ses-
sion a conduit essentiellement a la production
de prototypes a 3 roues seulement, dont la ma-
jorité revétaient des doubles graduations. La
deuxiéme session a vu la réalisation de ma-
chines a 6 roues sur deux lignes, la deuxiéme
ligne pouvant servir a I’inscription seulement
ou a la retenue (ou les deux parfois). Certains
prototypes a deux lignes se sont révélés non
fonctionnels au moment de la démonstration,
en général parce que certaines roues en engre-
naient d’autres a tort. Dans tous les cas, ces
prototypes permettent de préserver un sens
unique de rotation pour I’inscription des
chiffres, une caractéristique de la machine mo-
dele originale, la LC, que les enseignants se
sont appliqués a préserver (alors qu’elle n’est
en rien essentielle, mais plus facile d’usage, il
est vrai). Certains sont arrivés a la conclusion
qu’il fallait une deuxiéme rangée de roues
pour pouvoir utiliser la butée, également
comme dans la LC. Il semble que plus 1’accent
est mis sur les caractéristiques de la machine
observée et plus le constructeur cherche a les
reproduire dans le prototype. C’est trés fort
chez les adultes qui, souvent, veulent produire
quelque chose de bien fait et de bien fini du
premier coup. Les éléves ne font pas cela en
général ou en tout cas moins, mais probable-
ment cela dépend surtout du temps que 1’on
passe a voir la machine en action : si elle est
disponible en vrai et que I’on peut mener des
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calculs avec elle par exemple, il est fort a pa-
rier que les prototypes auront des caractéris-
tiques tres proches de Ioriginale. Si au
contraire, la machine est vue en action (c’est
obligatoire) mais sans plus, juste assez pour
avoir compris ce qu’elle fait et pouvoir émettre
quelques hypothéses sur son fonctionnement
interne, les constructeurs doivent faire appel a
I’expérimentation et a leur imagination et c’est
plus intéressant.

Dans ces formations, le kit était fourni,
mais comme la formation se déroulait au Cabi-
net de curiosité (ou il y a du matériel pour bri-
coler a disposition), les constructeurs pou-
vaient prendre ce qu’ils voulaient et bien sr
pour des adultes entres pairs, c’est plus facile
de prendre I’initiative que pour un ¢éléve dans
sa classe. On peut donc décider de ne pas don-
ner tout le kit pour guider moins le travail
(cf- les figures 12 et 13 pour voir ce que cela
peut donner).

Commengons par cing des prototypes
préparatoires réalisés par le groupe IHC en
amont du travail avec les classes.

Dans le prototype C, les roues 1, 3 et 5
servent a inscrire les chiffres des opérandes et
a lire le résultat ; les roues 2 et 4 assurent la
transmission de la retenue (dent unique entou-
rée) ; le sens de rotation pour I’inscription de
chaque chiffre est identique pour les 3 ordres
(sens horaire). On lirait 8 car la roue n°® 2 est a
deux dixiémes de tour de rotation (deux dents)
d’engrener la roue d’inscription des dizaines
(n°3) et la dent de la roue n°4 est en
position 0.
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Figure 7 : Deux vues du prototype C.

Dans le prototype B, les roues de la ligne
du bas servent pour I’inscription et la transmis-
sion de la retenue, celles du haut a la lecture
du résultat (le cadre cacherait les roues du haut

sauf une fenétre par roue en face du repére
voulu). L’inscription se fait avec une butée
pour chaque roue dans le sens horaire pour la
premicre et ensuite alterné.

Figure 8 : Deux vues du prototype B.

Dans le prototype A, les roues de la ligne
du bas servent a transmettre les retenues, celles
du haut a I’inscription et a la lecture du résultat
avec une double graduation par exemple. Ce
prototype est défectueux car la roue d’inscrip-
tion des dizaines fait tourner a rebours la roue

de retenue (et donc possiblement celle d’ins-
cription des unités) a cause des roues a dix
dents placées au méme niveau qui sont engre-
nées. Les roues du bas permettent le sens de
rotation d’inscription identique dans tous les
ordres.
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Figure 9 : Le prototype A.

Le prototype Y est une curiosité... a
prendre avec précaution. Effectivement, dans
cette machine, I’ordre de numération est inver-
sé : les unités sont a gauche car cette roue en-
gréne la roue a sa droite avec sa roue a dent

unique au premier niveau. Il est faux du point
de vue des conventions de notre systeme de
numération mais cohérent et correct dans un
systtme de représentation a 1’ordre inversé

(cf- partie 3).

Figure 10 : Deux vues du prototype Y.

Le prototype F est a trois roues sur une
ligne avec inscription dans le sens horaire sans
butée (on pique avec une pointe en face du 0
du cadre et on ameéne la pointe en face du
chiffre voulu pour chaque chiffre des opé-
randes), on lit en face de la fléche, ici la ma-
chine est a zéro. Cette machine permet la sous-

traction, c’est exactement la machine du SBT.
Le prototype M est également a trois roues
avec inscription dans le sens horaire sans bu-
tée, ici le 0 de la roue a été choisi en face de la
dent unique de retenue, le 0 du cadre a été pla-
c¢ en conséquence ; la machine indique 22.

Figure 11 : Deux prototypes a trois roues, le F et le M.
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La figure 12 présente deux prototypes
parfaitement fonctionnels réalisés par deux bi-
ndmes d’enseignants lors de deux sessions dif-
férentes de la formation MPLS (cf. annexe 1).
Parmi tous ceux fabriqués, nous retenons
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ceux-la parce qu’ils sont particulierement
aboutis (ce qui montre ce que 1’on peut réaliser
en une journée de formation) et aussi parce
qu’ils proposent des solutions différentes de ce
que nous avons montré avant.

Figure 12 : Deux prototypes (le premier avec deux vues) parfaitement fonctionnels réalisés en formation.

Dans le premier, a deux lignes, la ligne
du bas ne sert qu’a I’inscription avec un sys-
teme de butée et dans le sens horaire. La rete-
nue est transmise par les roues de la ligne du
haut, qui servent également a la lecture du ré-
sultat. Comme dans la LC, les roues de la ligne
du bas ne sont donc pas engrenées les unes aux
autres ; contrairement a la LC, la retenue est
transmise de la roue totalisatrice a la roue
d’inscription de 1’ordre suivant.

Le second est un prototype a trois roues
avec double graduation, qui permet une ins-
cription avec une « butée » (réle tenu par le 0
du cadre) ; les graduations du cadre sont utili-
sées pour I’inscription dans le sens indiqué, les
graduations en rouge pour la lecture du résultat
(en face du 0 du cadre).

2.2. - Résultats des éléves

Le premier mouvement des ¢€léves, une
fois qu’ils ont placé I’origine sur le support/
cadre, est d’indiquer les chiffres sur les dents
des roues (voir Moyon, Chorlay & Plantevin,
2018) ; cela fonctionne pour le premier opé-
rande en amenant le chiffre voulu en face de
I’origine mais, ensuite, pour le second opé-

rande, il faut compter les rotations ¢lémen-
taires c’est-a-dire compter les secteurs que I’on
fait défiler devant I’origine ; on peut cependant
lire le résultat en face de 1’origine a la fin, et
méme si ¢a ne correspond pas au cahier des
charges du prototype, ce n’est pas faux.

Si on n’a pas de kit, ou si on ne donne
pas le kit complet (avec le support et le cadre
et la sélection de base de roues a dix, une et
zéro dents), on voit apparaitre d’autres proto-
types, et ceci quels que soient les public et
contexte. On obtient également les prototypes
qui préservent le sens de rotation identique
pour tous les ordres : a une ligne avec roues in-
termédiaires ou a deux lignes avec une ligne
de roues dédiées a la lecture. C’est plus varié
dans la restitution, et personnel, mais, en
méme temps, la conception du prototype avec
seulement trois roues et donc des sens d’ins-
cription alternés (et la graduation qui va avec)
est trés intéressante a considérer. 11 faudrait
pouvoir s’assurer que cette piste soit explorée
aussi. C’est ce qu’on voit ici dans la classe de
Priscilla Guéna qui n’a donné ni support, ni
cache dans un premier temps : les éléves ont
pris ce dont ils avaient besoin dans le matériel
a disposition dans la classe.

17



ROUES DENTEES ET ENGRENAGES, NOMBRES
ET OPERATIONS : ALLERS ET RETOURS

Repeéres - IREM n° 136 octobre 2024

Figure 13 : Trois prototypes réalisés dans la classe de PG. Support et cache
n’ont pas été donnés aux éleves qui ont improvisé en fonction de leurs besoins
en utilisant le matériel disponible dans la classe.

Dans la classe de Muriel Geslin, le maté-
riel a été entierement donné et utilisé, la solu-
tion a trois roues a été la seule retenue (cf. fi-
gure 14). Le premier prototype est a double
graduation avec butée et les deux autres a
simple graduation. Dans tous les cas, le 0 sur

la roue indique la place de la dent de retenue.
Le dernier ne fonctionne pas : il faudrait une
deuxiéme graduation car, d’apres le sens de la
fleche et de la graduation, il fonctionne avec
une butée.

Figure 14 : Trois prototypes a trois roues réalisés dans la classe de MG.

3.—Bilan de ce qui est travaillé en ma-
thématiques avec cette activité

Plusieurs choses ont déja été dites dans
les étapes attendues de la construction. La plu-
part sont liées a la représentation des nombres
dans notre numération décimale de position. Il
s’agit d’incarner en quelque sorte les principes
de cette représentation dans la machine : c’est-
a-dire chercher a le faire puis D’ayant fait
constater ce que cela donne.
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L’observation d’une additionneuse a
roues telle que la LC et surtout la conception
d’une telle machine, renforce la compréhen-
sion de la représentation des nombres dans le
systetme de numération décimale de position ;
prenons un exemple. Inscrire 123 dans une ad-
ditionneuse dont on aurait compris le fonction-
nement, ce n’est pas entrer un 1 puis un 2 puis
3 a la bonne place pour que les chiffres des lu-
carnes ressemblent au nombre voulu. Comme
les roues sont engrenées, le 1 est bien un 100,
le 2 est bien 20 et le 3 juste 3 unités : dans la
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conception de la machine, on pourrait considé-
rer trois roues, une pour chaque ordre, les gra-
duer, les ranger dans le bon ordre et indiquer
1, 2, 3 sur chaque roue mais cela ne représen-
terait pas 123 (cf figure 6). Certains éléves
commencent par faire cela, réalisent quelques
additions correctes mais, bien slr, dés que la
somme partielle dans un ordre dépasse 9, le ré-
sultat est faux. Ce qui leur permet de réaliser la
nécessité de I’engrenage. Inversement, certains
¢léves trouvent trés rapidement la manicre de
mettre en ceuvre la transmission de la retenue
avec le matériel donné mais ne sont pas ca-
pables de dire quelle est la roue des dizaines et
quelle est la roue des unités dans leur disposi-
tif. L activité révele que le lien entre numéra-
tion et opération n’est pas toujours clair, et
permet donc d’y revenir.

Dans cet ordre idée, I’exemple du proto-
type Y est particulierement intéressant ; il est
congu a I’envers donc faux du point de vue de
la convention de représentation des nombres
mais il est juste du point de vue fonctionnel
dans le sens ou la roue des unités, méme mal
placée, engréne bien celle des dizaines. Le cal-
cul fait est 123+95 mais en fait ce qui est entré
est 321+59 (et donne donc 812 dans ce « sys-
teme »).

Dans le calcul avec la machine (que ce
soit la LC ou le prototype), on entre un nombre
chiffre par chiffre donc il n’y a pas de diffé-
rence entre le nombre 37, par exemple, et le
calcul de la somme 30+7. Si on entre les di-
zaines en premier, on le constate en lisant 30
aprés avoir entré le chiffre des dizaines :
37=3d+7u=30+7

La décomposition des nombres dans la
base 10 est matérialisée : ordre (une roue), et
lien renforcé entre opération et construction
des entiers naturels (par addition).

Comme on entre un chiffre a la fois pour
chaque opérande, on voit le calcul se faire
ordre par ordre; par exemple, le calcul de
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37+48 : on entre le premier opérande (37) puis
le deuxieme opérande en commengant par le
chiffre des unités par exemple (8) :

37+8 = (3d + Tu) + 8u
= 3d + (7u + 8u)
= 3d + 15u
= 3d + (10u +  Su)
= 3d + (1d + Su)
= (3d + 1d) + 5Su)
= 4d + Su

puis son chiffre des dizaines (4) :

37448 = (37 + g8) + 40
= (4d + Su) + 4d
= 4d + 4d + Su
= (4d + 4d) + Su
= 8d + Su

85

Ou bien on commence par le chiffre des
dizaines (4) pour le deuxieme opérande :

37+40 = (3d + Tu) + 4d
= 3d + 4d + Tu
= (3d + 4d) + Tu
7d + Tu
On entre ensuite les unités (8) :

37448 = (37 + 40) + 8
= (7d + Tu) + 8u
= 7d + (Tu +  8u)
= 7d + 15u
= 7d + (10u + Su)
= 7d + (1d + Su)
= (7d + 1d) + Su)
= 8d +  Su

85

Ainsi le calcul s’appuie sur I’associativi-
té et la commutativité de 1’addition, et sur la
relation fondamentale 10u=1d, comme on le
voit en écrivant les calculs en ligne.

Pour aller plus loin, on pourrait ajouter
ce qu’il faut pour réaliser les soustractions,
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permettre de travailler avec des nombres déci-
maux, revenir aux machines dont les photogra-
phies sont étudiées au départ de I’activité.
L’Addometer (cf. photo 2 de 1’annexe 1) par
exemple est un bon prolongement avec ses
roues a douze dents et huit dents qui donnent
I’occasion de parler du syst¢éme de mesures de
longueur impérial et US, pieds, pouces et frac-
tions de pouces. On peut aussi imaginer créer
des additionneuses pour des bases de numéra-
tion autres que dix, comme les bases hexadéci-
male ou sexagésimale par exemple.

La raison d’étre de cette séquence était
au départ de permettre de se pencher sur les
multiplicatrices mécaniques et de travailler
avec de fagon éclairée en mathématiques,
c’est-a-dire en essayant de lier concepts et ob-
jets mathématiques a leur représentation maté-
rielle dans la machine. Cela permettait aussi de
travailler avec des éléves plus avancés sur la
multiplication et la division avec ces ma-
chines. Regardons maintenant comment la
compréhension d’une additionneuse a roues
peut mener a 1’étude des multiplicatrices.

4. — Séquence avec des multiplicatrices

Comme dit précédemment, nous avons
deux raisons de procéder dans cet ordre, addi-
tionneuse puis multiplicatrice ; ces deux moti-
vations correspondent a deux aspects assez dif-
férents du passage de I'une a I’autre : faire ap-
précier la portée des changements apportés par
ces nouvelles machines et comprendre leur
fonctionnement. On ne peut comprendre le
calcul mécanique si I’on ne s’est pas penché
sur la représentation des nombres matérielle-
ment et sur le lien entre cette représentation et
I’addition, et plus largement les opérations
arithmétiques. En retour, ce travail produit une
nouvelle perception des mathématiques en jeu,
ce qui est le but. Toutes ces machines effec-
tuent la multiplication par un entier comme
une addition répétée (et la division euclidienne
comme une soustraction répétée), on peut donc
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faire des calculs de multiplication avec les ad-
ditionneuses. C’est important de le faire pour
pouvoir saisir ce qu’apporte l’invention de
I’entraineur et du chariot.

Ce travail a été détaillé dans le chapitre 3
du manuel Passerelles (Moyon & Tourngs,
2018). Il s’appuyait sur un modele particulier
de multiplicatrice a entralneur a nombre va-
riable de dents de type Odhner (une Brunsvi-
ga 20°), mais toute machine de ce type peut
convenir, bien entendu.

-, g

Figure 15 : Détail de [’entraineur d’Odhner sur
une machine construite pour [’ apprentissage.
On voit la dent cylindrique a section carrée
qui va engrener le totalisateur.

Pour la clarté du propos, il peut étre judi-
cieux de vérifier que la machine étudiée ne
dispose pas d’un mode soustraction qui n’auto-
rise qu’un sens de rotation de la manivelle (ou
évite de changer de sens de rotation de la ma-
nivelle, selon le point de vue que 1’on a!)S.

>On peut voir cette machine ici :
https://ubotv.univ-brest.fr/video/1053-bintro2mp4/

¢ Les arithmomeétres du type « Thomas de Colmar » pré-
sentent cette caractéristique ; bien que ce soient des
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Pour que I’activité soit accessible a tous et
méme sans avoir une telle machine (ce qui est
tout de méme fréquent malgré leur caractere
assez commun), des films ont été réalisés pour
la séquence dont le but est celui annoncé ici.

Les multiplicatrices sont des addition-
neuses dotées de deux améliorations considé-
rables, un entraineur qui permet d’ajouter en
un seul geste tous les chiffres d’un nombre au
résultat du totalisateur, et un systéme de déca-
lage, en général un chariot, qui permet, en dé-
placant le totalisateur, de « multiplier par 10 »
d’un seul geste. L’idée de ces deux avancées
est due a Leibniz (1673) mais le premier a en
avoir réalisé une version efficace et reproduc-
tible industriellement est Thomas de Colmar
(1820). Les machines Odhner (1873) ont des
entraineurs différents des précédents, beau-
coup moins encombrants mais assez difficiles
a voir et a comprendre car ils sont compacts et
tournent dans un plan parall¢le aux rainures ou
glissent les doigts d’inscription, ce qui est as-
sez contre-intuitif. Si on peut ouvrir le capot
de la machine et regarder comment les dents
cylindriques a section carrée sortent de I’en-
traineur au fur et & mesure que le doigt d’ins-
cription glisse dans la rainure vers des chiffres
plus grands, c’est une bonne chose. De ce
point de vue, I’arithmomeétre de Thomas de
Colmar et la plupart de ses clones sont plus in-
téressants car ils ont en général une trappe de
visite. Par cette ouverture, on peut voir les cy-
lindres a dents inégales sous la rainure d’ins-
cription de chaque ordre, et méme, éventuelle-
ment, avec un petit dispositif de surélévation et
un miroir, on peut les voir en action, ce qui est
trés satisfaisant.

Le chariot intervient au moment d’ajou-
ter I’opérande inscrit au nombre présent dans
le totalisateur. Prenons un exemple : si on sou-
haite multiplier 123 par 45, on peut inscrire

machines magnifiques et treés parlantes, par leur taille
et leur disposition, elles sont malgré tout de ce fait
moins adaptées a notre propos pour I’étude de la
division.
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123, décaler le chariot d’un cran et tourner
4 fois la manivelle, ce qui donnera
1230X4=123X40=4920 dans le totalisateur
puis ramener le chariot a sa place originale et
tourner la manivelle 5 fois pour ajouter au ré-
sultat précédent 123X5=618, ce qui donnera
5538 en 1 mouvement du chariot et 9 tours de
manivelle (au lieu de 45). Comme on le voit,
cette fonctionnalité est essentielle pour 1’effi-
cacit¢ de la machine en termes de nombre
d’opérations, mais ce qui est le plus formi-
dable, c’est la simplicité de cette idée qui est
seulement de mettre en ceuvre le systeme de
numération avec lequel nous travaillons : un
décalage du chariot (qui porte le totalisateur)
d’un cran vers la gauche place le chiffre des
unités du nombre inscrit (3) en face du chiffre
des dizaines du totalisateur.

Ici, il ne s’agit pas de construire un pro-
totype, mais de 1’étudier. L activité a pour but
de faire découvrir le fonctionnement des ma-
chines en s’appuyant sur les connaissances des
opérations arithmétiques et de leur calcul posé
pour aller plus loin. Dans ces machines qui
peuvent faire les quatre opérations, il n’y a pas
de bouton pour choisir 1’opération. Pour la
multiplication, on inscrit le premier opérande
mais on construit le deuxiéme (le multiplica-
teur) qui s’affiche comme un résultat de mani-
pulations en méme temps que le résultat. Pour
la division euclidienne, 1’utilisateur inscrit di-
vidende et diviseur mais construit le quotient
et obtient le reste comme le résultat de I’opéra-
tion. Toutes ces nuances particuliéres pour me-
ner a bien des calculs par ailleurs connus (et
plus ou moins maitrisés) ameénent a les recon-
sidérer, a les comprendre d’une fagon nouvelle
et donc a les approfondir. On voit ’aller-retour
dont je parle dans I’introduction. Il s’agit de
comprendre la machine en utilisant ce que 1’on
sait, en cherchant a retrouver ce que l’on
connait ; une fois la machine comprise, on dé-
couvre qu’elle nous donne une nouvelle pers-
pective sur ce que 1’on croyait savoir compleé-
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tement et qu’elle permet de faire méme mieux
que ¢a. Regardons cela.

D’un point de vue mathématique, on
peut chercher a écrire en ligne les opérations
successives que la machine réalise pour calcu-
ler un produit. En écrivant de cette fagon, on
met en évidence non seulement la décomposi-
tion des nombres dans la base 10 mais aussi
toutes les propriétés algébriques des opérations
addition et multiplication (associativité et
commutativité, distributivité de la multiplica-
tion sur I’addition). La machine fait les calculs
attendus grace a ces propriétés, son principe
méme repose sur ces propriétés : chercher a
I’écrire explicitement permet de les faire appa-
raitre et de les nommer. Ce qui est au coeur du
programme du cycle 4, le début de 1’algebre.

Les machines arithmétiques permettent
de mener un travail intéressant sur la division
(qui n’a été que partiellement abordée avec les
¢leves dans Passerelles, faute de temps). La
machine réalise la division euclidienne des en-
tiers naturels ; elle permet de calculer la divi-
sion avec un nombre de décimales prescrit au
départ. Elle le fait en mettant en ceuvre 1’algo-
rithme d’Euclide par soustractions répétées du
diviseur tant que le reste de cette opération est
positif. Voir cet algorithme matérialisé dans la
machine est un grand choc, utile selon nous :
d’une procédure sur le papier, la boucle « tant
que » entre en action sous les yeux de 1’utilisa-
teur attentif et la condition de positivité¢ du
reste du théoréme-définition de la division eu-
clidienne, en étant ainsi concrétement utilisée,
prend la place essentielle qui lui revient.

Le calcul peut étre mené en appliquant
un mode opératoire a la lettre et sans rien
connaitre de la division (heureusement, car si-
non ce serait inutile... et ces machines n’au-
raient pas été fabriquées en autant d’exem-
plaires divers et variés). Prenons un calcul
simple, 47 divisé par 7 : on inscrit les chiffres
du multiplicande 47 avec les doigts d’inscrip-
tion et on effectue un tour de manivelle dans le
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sens horaire (le voila dans le totaliseur), on re-
met le compte-tours a 0 et on inscrit les
chiffres du diviseur 7, puis on tourne la mani-
velle dans le sens inverse jusqu’a ce que la
machine sonne (ce qui arrive au cours du 7¢
tour) ; on repart enfin dans le sens direct une
fois et on lit le quotient dans le compte-tours
(6) et le reste dans le totaliseur (5). On a bien
47—-6X7=5.

Voyons maintenant un deuxiéme calcul,
ou le dividende est plus grand que le diviseur
d’au moins un ordre de grandeur ; mener le
calcul de la méme maniere que précédemment
est évidemment possible mais pas tres efficace
en termes de nombre d’opérations (de tours de
manivelle). Avec le chariot, on peut réduire ce
nombre en inscrivant le diviseur multiplié par
des puissances de 10, en commengant par le
plus grand produit inférieur au dividende. Par
exemple, menons le calcul de 345 divisé par
27 : on inscrit 345, on I’enregistre dans le tota-
lisateur et on remet a 0 le compte-tours ; on
inscrit 27, puis on décale le chariot vers la
droite (le chiffre 7 des unités du diviseur est
donc en face des dizaines du totalisateur), puis
on effectue un tour de manivelle dans le sens
antihoraire (le totalisateur indique 75, qui est
bien le résultat de la soustraction 345—270
réalisée par la machine) ; si on faisait encore
un tour, la machine sonnerait car 75<270 donc
on ne le fait pas. On remet le chariot a sa place
et on entame les tours de manivelle antiho-
raires des soustractions répétées de 27 jusqu’a
ce que le résultat devienne inférieur ou égal a
27 (ou bien jusqu’a que la machine sonne, un
tour plus loin, si on veut éviter d’étre attentif ;
dans ce cas on revient en arriere — sens ho-
raire — une fois), cela se produit au bout de
deux tours. Dans le totaliseur, on lit le reste
qui est 21. Dans le « compte-tours », on lit non
pas le nombre de tours de manivelle dans le
sens antihoraire effectués, qui est 3, mais le
nombre 12 car le « compte-tours » (qui est
donc bien plus qu’un compte-tours) est placé
sur le chariot lui aussi et dénombre les tours
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faits dans chaque position du chariot, avec le
méme décalage que le totalisateur, 12 est bien
le quotient attendu car on a bien
345—12X27=21. On reconnait la procédure
du calcul posé de la division.

Si on veut passer a la division décimale,
on peut le faire en décalant le chariot a 1’ins-
cription du dividende, d’autant de fois que I’on
veut de décimales. Voyons comment procéder
sur notre exemple, pour obtenir, par exemple,
3 chiffres apres la virgule. Il suffit d’entrer
345000, en inscrivant 345 puis en décalant le
chariot trois fois vers la droite avant de tourner
la manivelle (le totalisateur indique 345000)
puis d’appliquer la procédure décrite plus haut
— sans oublier de remettre préalablement a 0 le
« compte-tours ». On inscrit 27, on décale le
chariot 4 fois vers la  droite (car
270000<345000) et on tourne la manivelle
une fois dans le sens antihoraire (on lit 10000
dans le compte-tours, et 75000 dans le totali-
sateur) ; on ramene le chariot d’un cran vers la
gauche et on tourne la manivelle 2 fois (on lit
12000 dans le compte-tours, 21000 dans le to-
talisateur) ; on ramene le chariot d’un cran
vers la gauche et on tourne la manivelle 7 fois
pour soustraire 7X2700 a 21000 : on lit
12700 dans le compte-tours, 2100 dans le to-
talisateur ; on raméne a nouveau le chariot
d’un cran vers la gauche et on tourne la mani-
velle 7 fois pour soustraire 7X270 a 2100 : on
lit 12770 dans le compte-tours, 210 dans le to-
talisateur, et une dernicre fois pour obtenir fi-
nalement 345000—12777%x27=21 en
24 tours de manivelles (au lieu des 12777
tours qui auraient été nécessaires sans le cha-
riot). On  obtient donc  finalement
345—12,777x27=0,021 c’est-a-dire
345+27~12,777, avec un « reste » 0,021 non
divisé, résultat que 1’on peut lire directement si
on a utilisé les marques mobiles disponibles
sur les cadrans du compte-tours et du totalisa-
teur pour repérer la place de la virgule. Remar-
quons que I’on aurait pu s’arréter plus tot dans
le calcul et ne pas faire les deux dernicres
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étapes puisque deés qu’on obtient 2 100, on sait
que les chiffres suivants du quotient seront des
7 (on pourrait méme en déduire le développe-

ment décimal infini du rationnel %).

On fait avec la machine exactement ce
que I’on fait dans le calcul posé, sauf que 1’on
travaille avec les entiers et qu’il faut donc soi-
méme placer la virgule. Ce n’est pas un incon-
vénient, bien au contraire car cela permet de
comprendre pourquoi on peut calculer avec les
nombres décimaux comme avec les entiers (et
une fois qu’on I’a compris, la procédure un
peu mystérieuse du calcul posé est transpa-
rente). Remarquons également que, avec la
machine, le nombre de décimales étant choisi
au départ, on ne peut plus poursuivre le calcul
pour obtenir d’autres décimales, contrairement
au calcul posé.

Le calcul de la division avec les calcula-
trices €lectroniques impose 1’idée de la divi-
sion comme une opération de partage en parts
¢gales le plus équitable possible, avec I’idée de
précision (ou d’erreur). C’est une vision assez
¢loignée de la division euclidienne et de son
calcul posé. Lier les deux procédures n’est pas
évident avec la disparition brutale du reste
dans le calcul fait a la calculatrice. La multipli-
catrice peut permettre de rendre plus visible ce
lien en explicitant a la fois I’algorithme d’Eu-
clide sur les entiers et 1’idée d’un calcul avec
une précision prescrite sur les nombres déci-
maux et finalement les rationnels.

Conclusion

J’ai essayé de montrer comment 1’étude
de deux machines arithmétiques mécaniques
permet de travailler de maniere authentique le
lien entre numération et calculs. En commen-
cant par I’opération la plus simple et fonda-
mentale qui soit, I’addition, on permet d’expli-
citer les bases de I’arithmétique mais surtout
celles du calcul algébrique. Le moment ou ces
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différentes activités peuvent prendre la
meilleure place dans la scolarité est un point
important mais il me semble, selon notre expé-
rience, que c’est surtout le temps que 1’on doit
y passer qui varie. En effet, quel que soit le
moment ou cette activité est menée, ce qui est
révélé par la construction du prototype d’addi-
tionneuse, puis par 1’étude d’autres machines
plus complexes, doit étre compris. Ce n’est pas
le seul moyen d’y parvenir, bien siir, mais ¢’en
est un. C’est aussi une activité que I’éléve peut
mener en relative autonomie et surtout en res-
ponsabilité et pour son propre compte, la di-
versité des réponses possibles lui donnant cette
liberté. Ce n’est pas si fréquent ni si facile a
trouver. Enfin, pour les adultes, comme pour
les ¢éleves, faire coincider ce qu’ils savent déja
avec 1’objet nouveau dont ils cherchent a com-
prendre le fonctionnement, relier des connais-
sances en apparence disjointes, produit une
grande satisfaction et un certain soulagement.
Cela fait plaisir a voir et montre aussi 'utilité
de ’activité.

Pour terminer, disons un mot de la faisa-
bilité. Nous avons testé I’activité de 1’addition-
neuse avec des ¢éléves de cycle 3, en primaire
et au collége ou, comme chacun sait, I’organi-
sation du temps scolaire est trés différente. Au
collége, I’activité a été menée entre les classes
de technologie et de mathématiques (et en coa-
nimation lorsque c¢’était possible) ; non seule-
ment cela permet d’augmenter le temps dévolu
a I’activité sans rogner sur les autres apprentis-
sages nécessaires mais, en plus, cela permet de
donner sa pleine mesure a [Dactivité, qui
conjugue intimement les questions concep-
tuelles aux questions technologiques et permet
d’atteindre des objectifs spécifiques de chaque
discipline sans que ce soit au détriment de
’autre.
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Annexes

Annexe 1

Les documents distribués lors de la formation MPLS « Nombres, opérations et engre-
nages » en 2019 et 2020, dont les différentes modalités pour 1’activité complete, sont téléchar-
geables a partir de la fiche Publimath de I’article. Ci-dessous, les images qui peuvent étre utili-
sées pour la premicre activité en plus de celle de la LC.
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Image 3
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Annexe 2

Comment utilise-t-on ces prototypes ? Voici deux exemples du calcul 123+95 en quelques
étapes sur deux machines a trois roues. Pour plus de détails, les films de ces calculs sont dispo-
nibles, au coté de la vidéo de démonstration de la LC (et des films accompagnant le chapitre 3 de
Passerelles) sur https://ubotv.univ-brest.fr/search/?q=LC.

Annexe 2.1. — La machine a double graduation

* image 1 : la machine a 0 (avec le cache) ;

* image 2 : la machine a 0 (sans le cache) ;

» image 3 : 123 inscrit (avec le cache) : on pointe sur la roue en face du chiffre voulu du cadran
extérieur (noir) et on amene en face du 0 du cadre extérieur en suivant le sens de la fleche, on
lit en face du 0 du cadre extérieur le chiffre du résultat sur la roue (vert) ;

* image 4 : la méme chose sans cache ;

* image 5 : aprés avoir inscrit 95, on lit le résultat sur les roues, en face des 0 du cadre (chiffres en
vert).

Image 1

Image 2

Image 3
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Image 4

Image 5

Annexe 2.2. — La machine a simple graduation avec les chiffres noirs pour I’addition (et
rouge pour la soustraction)
* image 1 : la machine a 0 (avec le cache) ;
* image 2 : la machine a 0 (sans le cache)

* image 3 : 123 inscrit (avec le cache) : pour chaque chiffre, on pointe sur la roue en face du 0 du
cache et on améne en face du chiffre voulu du cadran extérieur en suivant le sens de la fléche
noire, on lit le chiffre du résultat en face de la fléche de la roue sur le cadre extérieur

* image 4 : aprés avoir inscrit 95, on lit le chiffre du résultat en face de la fleche de la roue sur le
cadre extérieur

 image 5 : la méme chose sans le cache

Image 1
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Image 2

Image 3

Image 4
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