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motivation en soit donnée. Parfois (et cela se
trouvait souvent dans un paragraphe dénoté
« applications ») les motivations apparaissaient
bien loin après l’introduction et l’étude de ces
concepts, mais il n’était pas rare qu’on n’arri-

Introduction

il est notoire que nombre des concepts
mathématiques enseignés à l’université (plus rare-
ment au lycée) ont été pendant longtemps
(depuis 1955) introduits et étudiés de façon
essentiellement axiomatique, sans que la moindre
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Résumé : les introductions axiomatiques, dont les raisons ne sont jamais données, ont été long-
temps de règle dans les enseignements universitaires français de mathématiques (et ce fut même
parfois le cas au lycée). Elles se sont traduites par des incompréhensions pour de nombreux étu-
diants. nous évoquons un panorama des difficultés qu’elles ont suscitées et suscitent encore. Qu’en
est-il des possibilités de faire autrement, où en sont les évolutions de l’université sur ce sujet ?
après un rapide tour d’horizon, nous discutons d’évolutions possibles, parfois en partie esquis-
sées, mais rendues très difficile par la parcellisation des enseignements. 
nous montrons par des exemples (parfois bien connus) qu’il est possible, a contrario de cette ten-
dance à structurer les enseignements sous la forme de « réponses sans questions », de dégager
des « raisons d’être » pour de nombreux concepts, et qu’on peut les faire vivre dans les ensei-
gnements. il s’agit d’une synthèse de propositions d’enseignements « problématisés », dévelop-
pés depuis une trentaine d’années : les activités suggérées pour les enseignements sont donc par-
fois potentielles, sauf pour certains résultats expérimentaux qui sont publiés dans la littérature.
Et bien sûr elles s’appuient sur de nombreux travaux de didacticiens des mathématiques que nous
évoquerons, et demandent encore bien des recherches futures.  
nous terminons en montrant l’importance d’agir sur la formation des maîtres, y compris du supé-
rieur, et donc sur les études universitaires de mathématiques, si l’on veut que problématiser l’ensei-
gnement des mathématiques devienne un objectif de l’Éducation nationale. 

n’écoutez pas la personne
qui a les réponses. Écoutez
celle qui a les questions.

a. Einstein



unités correspondant plus ou moins aux
grandes structures au sens de bourbaki :
algèbre générale, algèbre linéaire, topologie
générale, intégration, variétés différentielles,
etc. le professeur chargé d'un de ces ensei-
gnements est en général un spécialiste ; il en
connaît fort bien l'ossature, les notions essen-
tielles qui sont pour lui des notions natu-
relles et comme allant de soi ; il axe donc son
cours sur leur introduction et leur dévelop-
pement logique ; et souvent il ne peut en
donner d'applications substantielles, soit par
manque de temps, soit parce que ces appli-
cations le feraient sortir de la structure étu-
diée. [Cette parcellisation] ne présente aux étu-
diants qu'une vue locale des mathématiques ;
aussi comprennent-ils mal la motivation des
notions introduites… et au bout de deux ou
trois ans de tels enseignements, ils voient
les mathématiques comme une juxtaposition
de théories brillantes, mais tombées du ciel,
dont les démonstrations sont en apparence
faciles, mais qui de façon curieuse deviennent
difficiles à appliquer dès qu'on sort des sen-
tiers battus. 2» 

il convient aussi de citer (ovaert 1979) dans
lequel l’auteur présente une analyse épisté-
mologique du rôle des problèmes, théories,
structures, axiomatiques dans le développe-
ment des mathématiques et leur place dans
l’enseignement universitaire. Citons sa cri-
tique à propos de certains enseignements uni-
versitaires, justement :

« l’essentiel des cours est axé sur l’exposé
de définitions et théorèmes, et la mode est
aux axiomatiques. il est rarement fait réfé-
rence aux grands problèmes qui leur ont
donné naissance ou qui les mettent en jeu.
les exercices proposés sont le plus souvent
des applications ad hoc, voire des variations
sur les définitions, théorèmes et axioma-
tiques du cours. »

ve jamais à ce stade, faute de temps, et on ren-
voyait alors les étudiants à ce qui devait (peut-
être) être fait dans d’autres unités d’enseigne-
ment. Et de toute façon « applications » ne
signifie pas « raisons d’être ».

bien sûr on peut voir ici l’influence de ce
qu’il faut bien appeler une « idéologie bour-
bakiste » largement répandue à l’époque, et
maintenant dépassée1. Plus généralement, peut-
être était-ce aussi conforme à la « monumen-
talisation » de l’enseignement des mathématiques
(et peut-être des sciences) telle que la décrit y.
Chevallard dans (Chevallard 2019) : enseigner
serait devenu organiser une visite de monu-
ments mathématiques, et les raisons des concep-
tions de ces monuments, et les questions aux-
quelles elles devaient répondre, n’intéressent plus
personne. l’enseignement des mathématiques
serait ainsi devenu une collection de réponses
à des questions qui ne sont pas posées.

Certains universitaires ont certes dénoncé
cet état de choses. ainsi g. Choquet écrivait déjà
en 1973, date où la pertinence de la réforme des
« maths modernes » dans le secondaire et le pri-
maire commençait déjà à être questionnée :

« l'enseignement mathématique à l'Univer-
sité a subi, avec un peu d'avance, une trans-
formation analogue à celle des lycées : les pro-
grammes ont été radicalement transformés ;
on est passé de goursat à bourbaki ! Cette
transformation s'est accompagnée, de façon
assez générale, d'une parcellisation poussée
des enseignements ; celui-ci est divisé en
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1 Pour voir en quoi le développement contemporain des
mathématiques a rendu obsolètes les conceptions de bour-
baki, voir (Cartier 1997) et (Patras 2002).
2  Cette opinion de g. Choquet témoigne d’un changement
net de position : quelques années avant, il militait encore
pour l’introduction des structures mathématiques dès
l’enseignement secondaire, et avait joué un grand rôle
dans la “bourbakisation” de l’université dans les années cin-
quante : voir (Choquet 2002). 
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a l’opposé de cette pratique répandue, J.-l. ovaert
se référait à l’activité mathématique réelle :

« l’essentiel de l’activité scientifique consis-
te à poser des questions, mettre en œuvre
des outils pour les résoudre et évaluer les
résultats obtenus au regard des problèmes
posés. les théories mathématiques ne sont donc
pas des fins en soi, mais sont au service d’une
efficacité accrue dans les résolutions de pro-
blèmes, que ces problèmes soient issus des
mathématiques ou de tout autre domaine.
inversement, une attitude anti-théorique est
un obstacle à l’approfondissement des pro-
blèmes. approfondissement des problèmes et
élargissement du champ théorique sont en rap-
port dialectique.

au niveau de l’enseignement, une insistan-
ce trop exclusive sur les théories (les résolutions
de problèmes étant absentes, ou n’apparais-
sant que comme sous-produits) correspond le
plus souvent à un discours du maître, ou,
dans le meilleur des cas, à une maïeutique.
Elle révèle une tendance dogmatique, ou
idéaliste. a l’opposé, une étude peu structu-
rée portant sur des problèmes épars, même
chargés d’une certaine valeur esthétique, ou
ludique, n’exercent la sagacité de l’étudiant
que de façon purement formelle. il s’agit
d’une tendance empiriste. »

Ces réflexions de J.-l. ovaert rejoignent
tout à fait la dialectique outils/objets déve-
loppée par R. Douady dans (Douady 1986),
analysant tout un pan de l’activité des mathé-
maticiens. la théorie abstraite se constitue sou-
vent à l’issue d’un processus d’abstrac-
tion/réflexion portant sur l’efficacité et les
champs d’applications d’outils construits ini-
tialement pour répondre à des questions ou
résoudre des problèmes. inverser ce mou-
vement dans l’enseignement, comme le fait
l’approche systématiquement axiomatique,

risque d’entraîner de graves incompréhensions
chez les étudiants et de rendre difficile le
processus de conceptualisation. 

bien entendu, il ne s’agit pas de remettre
en cause la démarche axiomatique qui (dès
Euclide !) a montré sa grande utilité tant
pour l’enseignement des mathématiques que
pour les progrès de la recherche mathématique.
il s’agit de lui donner sa juste place, dans les
enseignements de licence, d’aboutissement
d’une démarche de problématisation qui
devrait la fonder.

les critiques précédentes ont eu à l’époque
peu d’influence sur l’enseignement supérieur
français des mathématiques. Pourtant, une cer-
taine inquiétude des collègues de l’université
a commencé à poindre, dès les années 80 : ils
ont pris conscience des résultats catastrophiques
des étudiants dans certains enseignements par-
ticulièrement caricaturaux de cet état d’esprit
« monumentaliste », par exemple celui de
l’algèbre linéaire, étudié par des didacticiens :
voir à ce propos (Robert et Robinet 1989),
(Dorier 1997, 2011), (Rogalski 1994). En par-
ticulier le diagnostic fait en 1985 par a. Robert
et J. Robinet et publié dans (Robert et Robinet
1989) était déjà très inquiétant, car il portait sur
183 étudiants de lille, 50 étudiants de Paris Vi,
147 étudiants de Paris Vii, en début de deuxiè-
me année d’université : il était très représenta-
tif. Citons-en un bref extrait :

« nous constatons que moins du quart des
étudiants sait manipuler les notions d'image
et de noyau d'applications linéaires et que moins
de la moitié des étudiants sait résoudre un sys-
tème d'équations linéaires 4x4 où le calcul
numérique est simple [...] Environ le tiers des
étudiants ne sait pas calculer la matrice d'une
application linéaire, lorsque l'espace vecto-
riel n'est pas donné sous la forme de R2 ou
R3 [...]. Moins du tiers des étudiants cite Rn
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comme exemple d'espace vectoriel [...]. Pour
une majorité d'étudiants, enfin, l'algèbre
linéaire n'est qu'un catalogue de notions très
abstraites qu'ils n'arrivent pas à se repré-
senter ; de plus, ils sont submergés sous une
avalanche de mots nouveaux, de symboles
nouveaux, de définitions nouvelles et de
théorèmes nouveaux ». 

Ce bilan était un signe frappant d’échec de
l’approche axiomatique de l’algèbre linéaire. nous
nous posons donc la question : la situation a-
t-elle évolué, la problématisation des concepts
enseignés à l’université a-t-elle prévalu sur un
enseignement « bille en tête » de l’axioma-
tique ? la réponse n’est pas facile à obtenir, tant
les universités françaises (et leurs départements
de mathématiques) sont diverses. En particu-
lier la parcellisation des enseignements en uni-
tés (parfois en micro-unités !) rend difficile un
bilan global. J’ai essayé de faire un petit son-
dage, qui malheureusement n’a touché que peu
d’universités. Voici quelques réponses obtenues,
mais qui sont parfois assez peu détaillées.

aussi bien pour l’algèbre linéaire que pour
la convergence ou l’intégrale, il semble bien que
l’enseignement reste de façon dominante direc-
tement axiomatique. la motivation principale
reste « cela servira plus tard », et permet donc
à l’axiomatique de rester prépondérante, les
illustrations restant assez anecdotiques.

il y a une exception, d’une autre nature, et
d’ailleurs commune à bien des départements de
mathématiques : au premier semestre du l1, il
y a un rabattement sur des techniques de « cal-
culus » (convergence naïve, calcul matriciel, etc.)
qui semble un prétexte pour démarrer axioma-
tiquement au second semestre (« ils ont vu des
exemples » …).

il faut nuancer ce tour d’horizon très suc-
cinct par le constat qu’on trouve en d’assez

nombreux endroits des enseignements (assez sou-
vent animés par des collègues ayant une soli-
de culture en didactique des mathématiques) qui
innovent sur certains points, et dont la com-
préhension des concepts est la préoccupation prin-
cipale. Mais il s’agit la plupart du temps d’uni-
tés isolées, et souvent facultatives.

le bilan global me paraît néanmoins assez
négatif : l’université mathématique française résis-
te, le courant directement axiomatique reste
prédominant, la problématisation comme moteur
de l’enseignement reste marginale.

il est clair que la parcellisation écrasan-
te des enseignements de mathématiques favo-
rise l’axiomatique : comment par exemple
enseigner en moins de 12 semaines une notion
de convergence sans partir de la définition bru-
tale en ε – n ? Passer de problèmes à résoudre
à la construction progressive d’outils et les faire
évoluer en objets mathématiques alors axio-
matisables, cela demande du temps et de créer
des situations mathématiques capables de
faire entrer les étudiants dans cette démarche
scientifique. nous reviendrons sur cette ques-
tion lors de notre proposition pour l’algèbre
linéaire.

Peut-on changer cet état dominant et per-
sistant l’université mathématique française ?
nous allons essayer de proposer dans la suite
de ce texte une réponse partiellement opti-
miste. nous nous proposons donc, d’abord au
moyen de quelques exemples, de montrer com-
ment on pourrait rétablir les questions manquantes
dans certaines théories enseignées plus ou
moins axiomatiquement ; ou du moins d’y
insérer des problématiques susceptibles, par une
autre organisation de l’enseignement, s’appuyant
sur des questions fondatrices ou des articula-
tions de problèmes, de faire comprendre aux
étudiants en quoi les axiomatiques qu’on leur
propose sont des réponses à certains problèmes
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qui sont ensuite théorisées. il s’agirait donc de
répondre plus ou moins au cahier des charges
que proposait J.-l. ovaert dès 1978 (dans un
colloque irem sur la formation des maîtres,
voir la citation antérieure).

Pour chaque exemple d’enseignement
que nous voulons étudier, nous résumerons
d’abord brièvement son approche tradition-
nellement axiomatique, puis nous présenterons
celle que certains collègues (parfois des col-
lectifs : groupes irem, Commission inter irem
Université) ont proposée, fondée sur une ou
des questions, enfin, dans chaque cas, nous
essaierons d’évaluer les potentialités des pro-
positions faites en matière de conceptualisa-
tion possible chez les étudiants. bien enten-
du, bien d’autres choix de questionnements pour
déboucher sur telle ou telle théorie sont pos-
sibles, ceux que nous proposons ici ne sont que
des exemples, validant peut-être des « théo-
rèmes d’existence ».

Dans une dernière partie, nous situerons la
question des problèmes manquants ou des rai-
sons d’être — telle que suggérée par les
exemples proposés — par rapport à la néces-
sité du « méta » dans l’enseignement, et par rap-
port aux changements nécessaires dans la for-
mation des maîtres.

1. — L’algèbre linéaire

le cours typique sur l’algèbre linéaire
démarre brutalement en donnant la défini-
tion axiomatique des espaces vectoriels. les
nombreux exemples alors donnés ne disent pas
pourquoi il a paru nécessaire d’unifier, géné-
raliser et formaliser ces exemples de cette
façon, quels buts on poursuit ainsi. Rapide-
ment, on définit l’indépendance linéaire de vec-
teurs par une double négation qui laisse per-
plexes bien des étudiants, et dont on ne dit pas
à quoi elle va servir : 

« il n’y a pas de combinaison linéaire des u1,
u2, …, un nulle dont les coefficients ne soient
pas tous non nuls » !

Cette présentation classique en première
année d’université (qu’on retrouve dans de
nombreux manuels, malgré quelques exceptions,
comme (Pham et Dillinger 1996) ou (lehman
1984)) a été étudiée, du point de vue de l’épis-
témologie, de l’histoire et de la didactique
dans les travaux cités plus haut. nous n’allons
pas en faire un résumé ici, renvoyant à l’excel-
lente synthèse de (Dorier 2006), et à (Dorier,
sierpinska 2001), pointant juste ici comment
la présentation axiomatique renverse le cours
de l’histoire, et donc contribue à cacher toutes
les motivations à l’origine des concepts. 

nous présentons ici un exemple d’une pré-
sentation globale restituant des questions et
des problématiques. bien souvent dans l’orga-
nisation de l’enseignement l’intervention direc-
te des enseignants sera inévitable, compte tenu
du caractère formalisateur, unificateur, géné-
ralisateur des concepts de l’algèbre linéaire,
voir (Dorier 1992), (Dorier et al. 1994), (Rogals-
ki 1995). Cet aspect peut être notablement
compensé par une problématisation des notions
par des activités préalables organisées en tra-
vaux dirigés, ou même, si on le peut, en ateliers
(travail autonome et collectif en petits groupes
d’étudiants travaillant à leur propre rythme).

0/ En préalable, la géométrie cartésienne dans
R3(ou plutôt l’espace euclidien affine de dimen-
sion 3), qui a pour but de familiariser les étu-
diants avec le point de vue des équations impli-
cites et celui de la représentation paramétrique
pour des objets géométriques, avec les aspects
de logique et de théorie des ensembles que ces
approches exigent : condition nécessaire et suf-
fisante d’appartenance, conjonction d’équa-
tions et intersections d’ensembles, union et
produit d’équations, présentation en compré-
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hension-équations implicites, et en extension-
paramétrique, rapports entre nombre de para-
mètres et nombre d’équations... Ces aspects
sont loin d’être évidents pour les étudiants, ils
demandent un apprentissage effectif qu’il est
opportun de réaliser d’abord dans un contexte
“concret” et géométrique. 
1/ Une motivation première pour l’algèbre
linéaire proprement dite nous paraît devoir être
la résolution d’équations linéaires. les exemples
ne manquent pas : équations de droite et plans
en géométrie cartésienne, circuits électriques,
modèles économiques, interpolations polyno-
miales…, leur utilisation sera omniprésente en
algèbre linéaire, et leur origine historique est très
lointaine (de la méthode de fausse position aux
systèmes linéaires de deux équations) ou plus
proche et plus fondamentale dans l’histoire :
recherche par Cramer des courbes de degré n

passant par points. la méthode géné-

rale « tirer une inconnue d’une équation et la
porter dans les autres » se formalise bien dans
le cas linéaire par la méthode du pivot de gauss
(utilisée déjà dans R3). tout de suite des pro-
blèmes se posent aux étudiants, dont les ensei-
gnants doivent se saisir pour organiser une pro-
blématique qui va piloter l’étude : c’est quoi ce
nombre r qui apparaît à l’issue de la triangula-
tion ? Dépend-il des combinaisons d’équations
faites ? Des pivots choisis ? Et quid du nombre
de conditions de résolution qui apparaissent
sur les seconds membres ? 

2/ Un pas décisif est alors l’énoncé suivant : si
un système s a des solutions, et si en rajoutant
à s une équation l on ne change pas l’ensemble
des solutions, alors l est une combinaison
linéaire des équations de s. C’est ce fait qu’en
1750 Euler a pressenti sans arriver à le déga-

n 1n 1 3 2
2

ger clairement (dans un texte où il conteste
qu’un système de n équations linéaires à n
inconnues ait toujours une solution unique,
voir dans (Dorier 2006) le paradoxe de Cramer-
Euler). Et ce constat sur les systèmes a pu être
abordé dès l’étude des faisceaux de plans dans
l’espace, lors des préalables de géométrie car-
tésienne. Ce fait amène naturellement à étudier,
inversement, ce qui se passe si une équation d’un
système est combinaison linéaire des autres
équations du système : on peut alors la suppri-
mer sans changer les solutions ! Et alors on peut
recommencer… jusqu’au moment où « aucu-
ne des équations qui restent n’est combinaison
linéaire des autres ». Quelle définition simple
et qui porte du sens de l’indépendance linéai-
re d’équations ! (Par ailleurs, on retrouve la défi-
nition axiomatique classique comme un critè-
re permettant les calculs). Et alors se pose
immédiatement une question qui s’insère dans
la problématique déjà posée par la méthode du
pivot : resterait-il exactement autant d’équations
linéairement indépendantes si on avait enlevé
successivement d’autres équations ? Prouver que
la réponse est oui va alors piloter le reste de l’ensei-
gnement, et le structurer autour des notions
d’indépendance et de rang. 

3/ En particularisant au cas des équations
linéaires et homogènes, un changement de
point de vue consiste à remarquer qu’à une équa-
tion aixi = 0 on peut faire correspondre le
vecteur constitué par ses coefficients, et que com-
biner linéairement les équations c’est combi-
ner linéairement les vecteurs. C’est ce point de
vue que Frobenius a initié en 1875 : voir (Dorier
2006). ainsi les notions d’indépendance et de
rang sont naturelles – comme questions – pour
les équations, leur introduction directe pour des
vecteurs ne correspond pas à une problématique
autre qu’axiomatique ; c’est une étape histo-
rique de changement de point de vue sur un pro-
blème portant sur les équations qui a fait sur-
gir ces concepts après seulement pour les

S
n
k
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vecteurs. Et le rang apparaît alors naturellement
comme un invariant par combinaisons linéaires
réversibles. 

Et cela mène directement à l’étude des
sous-espaces vectoriels de Rn, avec leur double
définition duale. 

4/ Dans le même esprit, l’introduction des
espaces vectoriels abstraits à l’étape suivan-
te peut se motiver, non pas par de multiples
exemples (certes utiles), mais par une étude (à
faire faire par les étudiants en travaux dirigés
avant toute approche axiomatique) dans plu-
sieurs contextes de ce qu’on fait vraiment
quand on fait des calculs linéaires, et quand
on veut résoudre des équations « qui sem-
blent linéaires » ; les axiomes sont alors une
vraie démarche formelle unifiante, générali-
sante et simplificatrice.  Ce questionnement des
étudiants sur leur activité dans les calculs
linéaires amène à une étude approfondie,
nécessairement abstraite, mais motivée par

bien des questions, des équations générales 
t(x) = y. Pour plus de détails, on peut se
reporter à (Dorier 1992), (Dorier, Robert,
Robinet, Rogalski 1994) et à (Rogalski 1994),
(Rogalski 2011), dans lesquels est étudié
l’impact de cette approche sur l’apprentissa-
ge des étudiants, selon les dispositifs didactiques
adoptés. En particulier on y discute l’intérêt
didactique de préparer certains cours magis-
traux par des créations de problématiques en
travaux dirigés ou en ateliers.

on voit dans tout ce scénario l’importan-
ce, dont nous reparlerons plus tard, d’utiliser avec
les étudiants une démarche « méta » pouvant
aller jusqu’à les faire réfléchir sur des aspects
historiques et épistémologiques de l’algèbre
linéaire. signalons par exemple l’intérêt de
présenter aux étudiants le schéma ci-dessous,
à l’issue de ces premières étapes ; cela peut favo-
riser une prise de conscience de la démarche sui-
vie : une problématique, et des concepts construits
peu à peu pour y répondre.

Figure 1
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on voit clairement sur cet exemple à quel
point il est complexe d’articuler des situations
susceptibles de prendre du sens pour les étudiants,
et de les préparer par des problématisations
variées à ce qui vient après : les espaces vec-
toriels abstraits (axiomatisés mais certes pro-
blématisés par les calculs) et leur capacité à
résoudre de nombreux problèmes, y compris très
concrets. on voit aussi à quel point l’articula-
tion dans le temps est essentielle, et bien peu
compatible avec la parcellisation en unités
d’enseignement plus ou moins isolées.

2. — L’intégrale de Riemann

Elle est introduite en terminale, pour une
fonction continue positive ƒ (mais le rôle de
la continuité est passé sous silence sauf pour
le théorème de dérivation), comme la mesu-
re de l’aire sous la courbe représentative de ƒ
dans un repère orthonormé. Puis elle est intro-
duite en première année d’université par les
sommes de Riemann et un difficile passage à
la limite. Mais, tant en terminale qu’à l’uni-
versité, la notion d’aire n’est pas interrogée 3,
donc on ne sait pas clairement à quelle ques-
tion répond ce concept d’intégrale, dont il
n’est pas difficile de constater qu’il se résu-
me rapidement pour les étudiants à la notion
de primitive. De plus l’expérience des physi-
ciens montre clairement que les étudiants ont
bien de la peine à utiliser cette intégrale comme
moyen d’étude de problèmes physiques, voir
à ce sujet (legrand 1990), (Rogalski 2018).

nous proposons d’enseigner l’intégrale de
façon totalement différente, en partant d’une ques-
tion de mesure de grandeurs associée à un pro-
blème physique : la situation du barreau mise
au point par D. grenier, M. legrand et F.
Richard à grenoble. nous renvoyons à (gre-

nier et al. 1986), à l’étude détaillée de (Decroix
et Rogalski 2013), et à l’aspect interdisciplinaire
présenté dans (Rogalski 2013 et 2018). il s’agit
d’une co-construction entre mathématiques et
physique de l’instrument privilégié de la mesu-
re des grandeurs : l’intégrale.  

on pose à des étudiants de première année
d’université (après leur avoir rappelé la loi de
newton d’attraction entre deux masses ponc-
tuelles) la question : 

« Quelle est l’attraction exercée par un
barreau très fin homogène, de masse 18 kg
et de longueur 6m, sur une masse ponctuelle
de 2kg située à 3m dans le prolongement
de la barre ? ». 

Figure 2

nous ne détaillons pas ici le type de « débat
scientifique » que l’on peut alors animer avec
les étudiants, qui va faire surgir le centre de gra-
vité, puis son inadéquation (lorsque un étu-
diant propose de couper la barre en deux et
d’utiliser le centre de gravité de chaque mor-
ceau, le résultat n’est plus le même), puis le besoin
d’encadrement en découpant la barre en mor-
ceaux et en concentrant toute la masse des mor-
ceaux à l’une ou l’autre de ses extrémités ;
nous renvoyons à (D. grenier, M. legrand et
F. Richard 1986), ou à (Decroix et Rogalski 2013). 

l’idée essentielle qui généralise cette acti-
vité (qui peut se situer dans un travail dirigé avant
le cours) est la suivante (nous l’empruntons à
(Rogalski 2018)) : quand on veut mesurer une
grandeur totale dont l’intensité est donnée par
une fonction ƒ non constante en chaque point
d’un domaine Ω muni d’une mesure m (par
exemple la pression en chaque point d’une sur-

3 Rappelons-nous qu’H. lebesgue protestait contre le fait
qu’en parlant du “tarababoum” du disque plutôt que de son
aire, les programmes du secondaire resteraient cohérents
(lebesgue 1915).
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face plane mesurée par l’aire, la hauteur d’une
surface plane au-dessus d’un segment mesuré
par la longueur, etc), on ne peut éviter une cer-
taine procédure dite procédure intégrale :

découper en petits morceaux, sommer, 
encadrer, passer à la limite.

il s’agit d’une procédure intuitive, qui
d’une part est indispensable en physique et
permet de modéliser des mesures de grandeurs,
et de l’autre peut se décliner en mathématiques
en plusieurs théories de l’intégrale (intégrale des
fonctions réglées, intégrale de Darboux, inté-
grale de lebesgue) selon la nature des ensembles
qu’on sait mesurer (intervalles, ensembles
mesurables) et le mode de convergence adop-
té pour approcher par des fonctions étagées
(convergence uniforme, convergence au sens de
l’intégrale). on voit que les théories de l’inté-
gration apparaissent comme des réponses à des
questions, d’abord physiques (comment passer
du ponctuel de la loi de newton à un calcul glo-
bal, en passant par du local et en contrôlant les
erreurs de méthode), puis mathématiques (pré-
cisant là encore des questions : quelles mesures ?
et quels passages à la limite ?).

les expériences d’enseignement de cette
façon de l’intégrale semblent montrer que les
étudiants conceptualisent ainsi une bonne repré-
sentation de celle-ci, évitant les deux écueils clas-
siques : la ramener uniquement au calcul des
primitives, être incapable de modéliser avec elle
des phénomènes physiques (voir (grenier et al.
1986) et (legrand 1990)).

Par ailleurs, dans le cas de la barre comme
dans de nombreux exemples interdisciplinaires,
la mise en œuvre de la procédure physique de
l’accroissement différentiel est une bonne moti-
vation au « théorème fondamental de l’analy-
se » sur la dérivation de l’intégrale : voir
(Rogalski et al. 2001).

Enfin signalons qu’au niveau de la termi-
nale, une autre approche possible de l’intégra-
le consiste à la construire à partir des statistiques
et des histogrammes pour introduire les lois de
probabilité continues, voir (Drouet 2016) et
(Drouet 2019).

3. — La convergence

s’agissant par exemple de la convergence
d’une suite un vers un nombre ℓ, de très nom-
breux manuels destinés aux étudiants français
(on peut lire une étude détaillée d’une dizaine
d’entre eux dans Ci2U 2017 ; une exception étant
un ouvrage du canadien James stewart) partent
de la définition donnée ex-abrupto :

∀ε > 0 ∃n tel que ∀n ≥ n on ait |un – ℓ | < ε.

Même si un enseignement de la notion de
convergence a été introduit dès la première et
repris en terminale, cette définition laisse bien
des étudiants perplexes et incapables de voir
pourquoi cette définition et comment l’utili-
ser. Dit autrement, quelle conceptualisation les
étudiants peuvent-ils élaborer à partir de cette
définition ? le même problème se pose pour
la question des limites de fonctions, avec le
« ∀ε > 0 ∃η > 0 tel que ∀x … ».

De nombreux travaux didactiques se sont
intéressés, soit à l’enseignement de la conver-
gence des suites, soit à celui des limites de
fonctions en un point à distance finie ou à
l’infini. Pour les suites, nous nous référons au
travail pionner de (Robert 1982,1983), pour
les fonctions, à la contribution de (Robinet
1983). Des actualisations de ces travaux ont été
publiées plus récemment : (Commission inter-
irem Université 2015), (bridoux 2015). Dans
le même esprit, il convient aussi de citer (lecor-
re 2016). toutes les ingénieries proposées par
ces travaux s’appuient sur l’idée de motiver la
définition formelle de la convergence parce
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qu’elle paraît comme indispensable pour faire
des démonstrations de résultats considérés
comme intuitifs par les étudiants, mais qu’ils
n’arrivent pas à prouver ; le parachutage de la
bonne définition par l’enseignant intervient à
l’issue de toute une activité ayant pour objec-
tif de familiariser les étudiants avec un manie-
ment de certaines propriétés plus ou moins
intuitives de la convergence, préalables à la
définition. 

Certains travaux s’appuient nettement plus
sur l’idée d’approximation qui est au cœur du
renversement de l’idée de limite proposée par
Cauchy. Citons l’exemple du flocon de Von koch
dans (bloch 2000) ou dans (Commission inter-
irem Université 2017), les travaux de (ghedamsi
2008), (Rogalski 2014, 2016, 2016b). 

avant de proposer une approche de la
convergence par un questionnement concer-
nant l’approximation, il faut encore citer comme
travaux didactiques sur la convergence, par
exemple : (Cornu 1991), (tall et Vinner 1981),
(Mamona-Downs 2001), (sierpinska 1985),
(Chorlay 2019).

nous proposons ci-dessous une approche
fondée sur la problématique de l’approxi-
mation, telle que présentée dans (Collectif
iREM 2015), (Rogalski 2016b).

(a) En classe de première

les programmes proposent d’introduire la
notion de dérivée avant celle de limite. Cet
ordre peut sembler absurde aux tenants des
structures bourbakistes, mais en fait cela peut
être une extraordinaire motivation pour l’idée
de limite, à condition que la dérivée ne soit pas
introduite brutalement comme la limite d’un taux
(bien que des considérations physiques pour-
raient conduire à cette approche), mais par le
besoin d’identifier l’objet mystérieux qu’est

la tangente à la courbe représentative d’une
fonction. nous renvoyons pour cette approche
à l’ingénierie de sylvie alory et Renaud Chor-
lay présentée dans (Collectif iREM 2015) (une
ébauche de cette présentation apparaît dans
(Dofal et al. 1991)). 

En bref, il s’agit d’introduire la tangente
comme l’objet idéal qu’on devine par des acti-
vités de zoom des élèves au moyen d’un logi-
ciel graphique (comme geogebra) ; puis par des
manipulations on comprend qu’il s’agit de
voir comment se comporte le taux d’accrois-

sement lorsque h est de plus en

plus petit. l’adégalité de Fermat apparaît
comme un bon moyen, en simplifiant par h sup-
posé non nul et faisant ensuite h = 0. les élèves
restent souvent inquiets devant cette méthode,
qui semble marcher malgré son caractère illé-
gitime (« diviser par 0 ! »), et semble résister
dans certains cas apparemment non simpli-
fiables à ce niveau (exemple avec des racines
carrées). on peut alors, à partir de cette insa-
tisfaction des élèves, faire développer des acti-
vités d’approximation à 10-n près de cette
pente de la droite idéale devinée, en cherchant
des petitesses de h qui garantissent cette approxi-
mation. Cela devrait permettre de faire se
construire chez les élèves quelques ingrédients
du concept de limite : chercher des approximations
aussi petites qu’on veut, chercher des conditions
suffisantes sur la variable, exprimées en termes
de « suffisamment proche de », sans nécessai-
rement aller jusqu’à la formalisation complète.

il s’agirait donc de rendre didactiquement
efficace l’apparente inversion des programmes
(dérivée avant limite) en jouant sur le ques-
tionnement suggéré par l’insatisfaction des

f 1x 1 h 2 2 f 1x 2
h
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élèves. on peut voir divers exemples de ce
type d’activités dans (Collectif irem 2015, ch.
4) ou dans (Rogalski, 2016) ; voir aussi (Dofal
et al. 1991), un manuel du second degré.

(b) En première année 
d’université, pour les suites.

on peut imaginer un scénario, tel que pro-
posé dans (Rogalski 2016b) ou dans (Ci2U
2017), fortement axé sur la problématique de
l’approximation des nombres. Certains préa-
lables sont nécessaires compte-tenu de la dis-
parition de ce thème dans l’enseignement
secondaire (au moins jusqu’à une date récen-
te) : usage de la valeur absolue, introduction
du langage de l’approximation des nombres,
avec pour but de faire (re)découvrir aux étu-
diants l’usage de l’expression : « a est une
approximation à ε près du nombre x » (on peut
commencer par ε  = 10-n).

il faut probablement aussi revenir sur ce
que sont les réels et la nécessité d’approximations
par des rationnels ou des nombres décimaux,
en s’imposant des ordres d’approximations
de plus en plus petits. Ceci doit faire comprendre
l’utilité du quantificateur ∀ε > 0. le premier
pas décisif, ensuite, est de regarder ce qui se
passe si on dispose d’une suite un de nombres
rationnels dont on pense qu’ils permettent
d’approcher un nombre irrationnel x : pour trou-
ver avec la suite des approximations de plus
en plus proches de x, il faudra nécessaire-
ment prendre des n de plus en plus grands. Une
généralisation naturelle est alors (que les un et
x soient rationnels ou non) la notion de valeur
d’adhérence : on peut trouver des termes de
la suite d’indices de plus en plus grands arbi-
trairement proches de x. 

Ceci devrait amener à une formulation
du type ∀ ε > 0 ∀ n ∃ n ≥ n tel que |un – x | < ε.
Et il faudra alors travailler cette notion sur de

nombreux exemples. il est important de noter
que la problématique de l’approximation mène
d’abord à cette notion (valeur d’adhérence),
et non directement à celle de limite.

Une dernière étape est de comparer deux
suites ayant vocation à permettre d’approcher

, par exemple. on peut d’abord utiliser

la suite de Hénon ou une suite non monoto-
ne (un + 1 = 1 + 1/(1 + un), par exemple), dont

on puisse plus ou moins facilement évaluer
la vitesse de convergence. Puis une suite
bien plus agitée, telle par exemple vn = 2

cos(n), en en faisant une étude numérique avec
un logiciel et un programme simple : on voit
facilement (numériquement, on peut admettre
le résultat) qu’il existe des n aussi grands
qu’on veut tels que vn approche arbitrairement

(ou π/2 ou n’importe quel nombre de 

[– 2, 2]) mais qu’on ne peut rien dire sur
leurs rangs, ni sur le degré d’approximation.
la comparaison de ces deux types d’approxi-
mations devrait faire pencher la balance vers
la notion de limite plutôt que vers celle de valeur
d’adhérence : c’est pour tous les n assez
grands qu’on peut approximer à un ordre
choisi arbitrairement petit. 

la jonction avec l’approche par la démons-
tration peut alors se faire aisément en prou-
vant les premiers théorèmes algébriques sur
la convergence (unicité, addition, inégalité),
qui sont faux pour la notion de valeur d’adhé-
rence, comme le montrent de nombreux
exemples simples.

Cette approche comme introduction de la
convergence, par des préoccupations d’approxi-
mations, n’a pas encore été testée in vivo.

"2

"2
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Elle pourrait aussi sans doute être tentée
comme ingénierie d’après coup, en forma-
tion des maîtres, par exemple. la prise de
conscience qu’il y avait une raison d’être à cette
formulation aussi rébarbative (du point de
vue en particulier des quantificateurs) ne
pourrait, me semble-t-il qu’améliorer la concep-
tualisation de cette notion de convergence
par les futurs maîtres (de nombreux tests ont
montré qu’elle posait encore souvent problè-
me à l’issue d’une licence). bien entendu,
cet usage des quantificateurs répondant à une
problématique demandera un travail spéci-
fique supplémentaire, compte tenu de son
rôle essentiel en mathématiques.

4. — La fonction exponentielle

Depuis 2002, les programmes incitent
fortement les enseignants de lycée à aborder
la fonction exponentielle comme solution
unique de l’équation différentielle y’ = y valant
1 en 0, en admettant son existence, et la plu-
part des manuels prennent pour prétexte l’équa-
tion de la radioactivité, mais aucune activité
de modélisation n’est sérieusement envisa-
gée. Et pour cause : le phénomène de la radio-
activité est bien trop complexe pour être com-
pris et modélisé par les élèves, même bons en
physique (sur ce point, il se peut que physi-
ciens et mathématiciens soient en désaccord).
on trouvera dans (Magnin et Rogalski 2011)
une discussion sur cette présentation, et une
proposition alternative. 

C’est cette dernière que nous proposons
d’abord, en donnant le résumé qui figure dans
(Collectif irem 2017). Dans une deuxième par-
tie, nous proposerons une autre version,
s’appuyant sur des principes généraux de phy-
sique, conduisant au contraire à l’équation
fonctionnelle ƒ(x + y) = ƒ(x)ƒ(y), étudiée quant
à son extension à R dans le contexte d’une ini-
tiation à la construction de celui-ci, par les

nombres décimaux : voir (Rogalski et al. 2001)
et (Collectif irem 2017).

(a) Le scénario de la dilution du sel 
(en terminale et/ou première 
année d’université)

Ce scénario se trouve dans (Rogalski 2006),
et sa mise en œuvre en terminale s est analy-
sée en détail dans (Magnin et Rogalski 2011),
auquel nous renvoyons le lecteur ; la présentation
que nous en donnons ici est un résumé. il
semble d’ailleurs qu’un scénario voisin ait été
repris dans certains manuels de terminale s
(voir par exemple Math X 2010). l’idée est que
l’introduction à partir de la radioactivité risque
de perdre les élèves peu physiciens, car il s’agit
d’un phénomène physique très complexe (il
est discret et probabiliste, et on le modélise
comme un phénomène globalement continu et
déterministe, sans expliquer comment on passe
de l’un à l’autre… et ce n’est pas simple !). nous
proposons donc un phénomène physique n’uti-
lisant aucune physique autre qu’intuitive. Voici
le scénario.

Dilution d'une solution saline

Un bassin contient 100 litres d'eau, dans les-
quels sont dissous 10 kg de sel. Une arri-
vée d'eau pure, avec un débit de 10 litres/mn,
démarre à l'instant 0. En même temps que
l'arrivée d'eau pure, une évacuation du
mélange contenu dans le bassin est assu-
rée avec un débit de 10 litres/mn. l'ho-
mogénéisation du contenu du bassin est
assurée de façon permanente et instan-
tanée par un mélangeur. au bout d'une
heure, quelle quantité de sel reste-t-il dans
le bassin ? 

l’intérêt de ce scénario est qu’il engage
d’abord les élèves dans une activité de discré-
tisation physique du phénomène, en raison-



REPERES - IREM. N° 123 - avril 2021

17

DES PRObLEMATIquES AvANT DES AxIOMATIquES : 
DES ExEMPLES DE « RAISONS D’ETRE »

nant de minute en minute, puis de seconde en
seconde. En effet, il n’y a aucune loi physique
à appliquer. les étudiants procèdent donc par
étapes d'une minute, pendant laquelle ils sup-
posent, soit la quantité de sel constante, soit la
concentration en sel constante. on constate
souvent (et le travail en petits groupes est essen-
tiel pour voir surgir ce phénomène) que pour
justifier cette approche ils imaginent deux expé-
riences de pensée (EP pour abréger).

Dans la première (EP1), ils arrêtent le robi-
net d'eau pure au début de la minute, laissent
couler le robinet de vidange pendant une minu-
te (la concentration en sel est alors constante pen-
dant cette minute), puis complètent de façon ins-
tantanée avec 10 l d'eau pure. Dans la seconde
(EP2), ils font l'inverse : arrêt de la vidange pen-
dant une minute (pendant laquelle la quantité
de sel est constante), puis vidange instantanée. 

il est facile de voir que EP1 débouche sur
le résultat final pour le sel restant : 

s(60) = 10 (0,9)60 = 0,01797…,

alors que EP2 débouche sur

s(60) = 10( )60 = 0,03284…,

ce dernier résultat étant presque le double du
premier. 

si cette divergence ne suffit pas à augmenter
la conscience que la méthode n'est qu'appro-

10

11

chée et entachée d'erreur, on peut faire tracer
aux élèves l’idée qualitative qu’ils ont de la cour-
be donnant la quantité de sel s(t) en fonction
du temps. l'hypothèse de la constance de s(t)
pendant chaque minute (cas de EP2), qui
donne un graphe en escalier dont les marches
ont des hauteurs en décroissance géométrique,
contredit fortement le sentiment des élèves
que la fonction s est continue ("le sel est éva-
cué peu à peu"). Dans le cas de EP1, on a une
diminution affine de cette quantité de sel pen-
dant chaque minute (donc un graphe affine par
morceau), contradictoire avec le précédent,
et dont les ruptures de pentes heurtent l'intui-
tion du phénomène réel qu'ont les élèves (« la
vitesse de diminution de la quantité de sel
doit être continue ! »).

l'idée de diminuer la durée de chaque
étape pour diminuer les erreurs devrait alors sur-
gir d'elle-même, et en général les élèves pas-
sent à des étapes d’une seconde, et trouvent un
encadrement plus serré. 

si le temps manque, l’enseignant peut alors
passer directement à l’étape différentielle, en
faisant travailler les élèves sur ce qui se passe
entre les instants t et t + ∆t, et les amener à enca-
drer le rapport ∆s/∆t, puis à passer à la limite
quand ∆t tend vers 0, pour trouver l’équation
différentielle 

s’(t) = – s(t).

l’expérience (voir Magnin et Rogalski 2011)
montre que cette étape demande une forte
intervention de l’enseignant, car c’est la pre-
mière fois que les élèves ont à modéliser de la
physique par la procédure de l’accroissement
différentiel (voir (Rogalski 2006)), et il leur est
alors difficile de l’inventer !

on peut aussi (mais cela demande plus de
temps, c’est une version plus ambitieuse), "pour
y voir plus clair", passer du cadre numérique

1

10

Figure 3
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(100 litres, 10 l/mn,…) au cadre symbolique (volu-
me V, les débits égaux à v, sel initial s0, durée
t, n étapes de durée t/n). il faut là, certainement,
une intervention de l'enseignant pour proposer
ce changement de cadre, et il faut pouvoir en
convaincre les élèves ; on peut par exemple dire
que c'est le seul moyen de comprendre préci-
sément d'où viennent les erreurs, quels fac-
teurs les déterminent ; on peut aussi évoquer le
besoin de généralité dans la compréhension du
phénomène étudié. il s'agit là d'une rupture
avec le slogan "pas de paramètres !" des pro-
grammes, d'autant plus absurde qu'en physique
on incite les élèves à travailler avec des formules
à paramètres littéraux, pour "réduire les erreurs
de calcul numérique" et, surtout, vérifier les for-
mules par des considérations sur l'homogénéi-
té des dimensions.

on obtient alors, dans le cas de EP1, 

s1,n (t) = ,

et dans le cas de EP2

s2,n (t) = .

l'institutionnalisation de cette première
branche de la situation devrait alors être, au plan
particulier du phénomène étudié, une conjec-
ture : les deux fonctions précédentes devraient,
pour chaque valeur de t, converger quand n
tend vers l'infini, vers une quantité s(t) qui
devrait être la vraie quantité de sel à l'instant t.
Et c’est ce phénomène de convergence éven-
tuelle (hors du niveau de la terminale s pour sa
preuve, mais voir néanmoins une approche
simple possible dans (Collectif irem 2017)), qui
peut motiver le recours à la méthode différen-
tielle présentée plus haut.

nous n’entrons pas plus dans les détails de
ce scénario et de son passage en classe, renvoyant
au compte rendu cité précédemment dans le bul-
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letin de l’aPMEP. son bénéfice principal est
de faire un lien entre l’approche discrète de la
fonction exponentielle et son approche diffé-
rentielle. Par ailleurs, les observations faites en
classe montrent que les élèves apprécient cette
présentation, et qu’elle peut servir de point de
repère tout au long de l’année scolaire auquel
l’enseignant peut renvoyer les élèves.

(b) Approche par l’équation 
fonctionnelle, avec motivations 
physiques et aperçu sur les réels

nous commençons par quelques consi-
dérations physiques, reprises de (Collectif 
irem 2017).

Une occupation fréquente des physiciens
est d'étudier la loi de variation d'une gran-
deur physique scalaire, notée y, qui dépend d'une
autre grandeur scalaire, notée t (temps) ou x
(espace) ou… nous supposons que le phéno-
mène étudié vérifie les principes physiques et/ou
philosophiques suivants :

(1)  Le déterminisme

on suppose que pour toute donnée initia-
le y0 à un instant (ou position…) initial(e) t0,
et tout autre instant t la valeur y(t) est parfai-
tement déterminée (autrement dit il y a bien une
loi physique). Remarquons que ceci impose
aussi le déterminisme vers le passé (ou les
positions antérieures…) : de y(t0) on peut
remonter à y(t) même si t < t0 .

Remarque. on suppose ici que la donnée ini-
tiale suffit à déterminer l’évolution de la gran-
deur y. le cas où on a aussi besoin de la valeur
initiale de la dérivée de y (par exemple en
mécanique) se ramènera au cas des grandeurs
vectorielles en posant y(t) = (y(t), y’(t)). nous
n’en traitons pas ici.
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(2)  Le principe de réalité

le phénomène, et donc sa loi, ne dépend
pas de l'observateur, et en particulier de l'ori-
gine des temps (ou espace…) choisi par lui
pour repérer la variable t (ou x…). Ce princi-
pe ne s'applique pas à toutes les recherches de
lois physiques (si l’observateur déclenche à un
moment donné un phénomène extérieur artifi-
ciel qui force celui étudié).

(3)  Le principe de superposition

si on ajoute des données initiales y1(t0),
y2(t0), le résultat en t est la somme des deux
résultats obtenus par les données initiales
séparées y1(t0) et y2(t0).

(4)  Le principe de continuité

on suppose que la loi t → y(t) est une
fonction continue, et que la valeur en t de
y(t) dépend continûment de la valeur ini-
tiale y0 en t0.

(5)  Le principe de non nullité

on suppose que la grandeur y(t) ne s'annule
jamais : pour tout t,  y(t) ≠ 0.

bien entendu, il faut que si possible les élèves
contribuent eux-mêmes, par des discussions et
avec l’aide d’exemples concrets proposés par
l’enseignant, à établir ces principes ou certains
d’entre eux.

alors il est facile de montrer que la fonc-
tion  t → y(t) est continue et qu’elle s’exprime
(à un facteur constant près) au moyen d’une fonc-
tion F qui vérifie l’équation fonctionnelle

F(t + s) = F(t) F(s),    F(0) = 1.

D’où l’importance de cette équation fonction-
nelle, car plusieurs phénomènes physiques relè-

vent de ce modèle : absorption de la lumière dans
un milieu semi-transparent, radioactivité (modé-
lisée par un phénomène continu et déterminis-
te), phénomènes de dilution, loi de newton
pour les échanges de chaleur, etc.

Posons alors a := F(1). on voit facile-
ment que pour r rationnel, F(r) = a r, et en
particulier que pour n ∈ Z on a F(n) = a n. on
voit aussi que F est croissante ou décroissan-
te sur Q selon la place de a par rapport à 1,
donc on peut supposer a > 1 (si F n’est pas
constante). il s’agit donc de prolonger conti-
nûment cette fonction à tous les réels, et donc
de situer les réels par rapport aux nombres dont
on dispose déjà. Cela peut permettre d’intro-
duire la nécessité des réels (voir à ce propos
(Durand-guerrier et al. 2019) qui développe
un scénario suscitant le besoin des réels pour
prolonger l’exponentielle). il faut donc plus ou
moins rigoureusement introduire l’ensemble
R des réels. la présentation la plus simple est
sans doute par les développements décimaux
illimités, notés par exemple p,a1a2 … an…
avec p ∈ Z (partie entière) et an ∈ {0,1, …,9},
ce qu’un élève de terminale ou un étudiant peut
aisément concevoir après discussion, sans
entrer dans la théorie. on trouvera dans (Ci2U
2017) les manières dont différents manuels de
l1 introduisent les réels : dans les dernières
versions, c’est une présentation axiomatique
de R qui est souvent choisie. là encore, nous
préconisons une introduction mettant en avant
des raisons d’être, et sinon une construction
complète, trop fastidieuse, une ébauche
s’appuyant sur ces raisons d’être, comme par
exemple dans (Rogalski et al. 2001). on trou-
vera dans (Ci2U 1990) une liste d’activités à
développer avec les étudiants (utilisée dans l’uni-
versité de lille 1) propre à susciter chez les
étudiants le besoin de comprendre de façon plus
précise ce que sont les nombres réels ; mais
on peut aussi s’appuyer sur l’article cité
(Durand-guerrier et al. 2019).
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Revenons alors à notre problème de pro-
longement de la fonction F vérifiant notre
équation fonctionnelle. si Dn est l’ensemble
des décimaux avec n décimales, on peut
facilement prolonger F à Dn + 1 si on la
connaît sur Dn : 

si x = p,a1a2 … an, et si y = x + 10-n, alors 

sur le décimal z = p,a1a2 … anan+1 on a :

10z = (10 – an+1).x + an+1.y,   donc   

F(z)10= F(x)10 – an+1 F(y)an+1.

il suffit donc d’extraire une racine dixième
pour calculer F(z), qui est ainsi bien détermi-
né (remarquons qu’avec une écriture des réels
en base 2, la racine carrée suffirait).

soit alors x un nombre réel, 

x = p,a1a2a3 … an…  

« son » développement décimal illimité, et soit
xn = p,a1a2a3 … an « son » développement

décimal à n décimales. on a calculé les un =

F(p,a1a2a3 … an), et il est clair que cette suite

est croissante et majorée par F(p + 1)= F(1)p+1.

Donc la suite converge vers un nombre
qui va être le prolongement cherché de F au point
x si on suppose (et souhaite) ce prolongement
continu sur R, et donc croissant. 

bien sûr, il y a certaines vérifications élé-
mentaires à faire, en particulier que la valeur
de F(x) ne dépend pas du développement déci-
mal illimité de x choisi (quand il y en a deux
possibles, si x est décimal). l’avantage de cette
présentation est le côté intuitif pour les élèves
ou étudiants, car correspondant à toute une
pratique (qui devrait sans doute être plus déve-
loppée qu’aujourd’hui dans l’enseignement)
des approximations décimales des nombres. 

5. — La topologie

le cours standard de licence (l3) présen-
te la topologie sous l’axiomatique classique
des ouverts/fermés ou celle des voisinages,
avec parfois une approche préalable des espaces
métriques (mais il n’est pas rare aussi que leur
cas soit présenté comme cas particulier-appli-
cation de la topologie générale). on peut voir
par exemple (saint Raymond 2008). En l2, on
voit apparaître la convergence uniforme des
fonctions et un embryon de la topologie de Rn.
Mais les raisons de ces théories sont rarement
enseignées, ou alors n’apparaissent qu’après.

nous discutons la possibilité de deux
approches, à partir de problèmes si possible
fondateurs.

(a) La topologie plane 
et le problème du passage des frontières.

nous empruntons in extenso le passage
suivant de la thèse de stéphanie bridoux, avec
son aimable autorisation (voir (bridoux 2010)).
le lecteur pourra s’il le veut interpréter ce pas-
sage comme un dialogue interactif entre un
professeur et ses étudiants.

« on cherche à étudier le problème suivant :
Une île i est la réunion de deux pays a et b
séparés par une frontière. Une automobile
part de la capitale du pays a, notée Ca, et suit
une route qui la mène à la capitale du pays b,
notée Cb. aucune des deux capitales ne se situe
sur la frontière entre les deux pays. le conduc-
teur a dans son coffre une marchandise qu’il
se propose d’importer de a vers b. Peut-il le
faire sans la déclarer en douane, sachant que
les douaniers sont sévères et visitent les coffres
de toutes les voitures ? on dispose d’un plan
de l’île reproduit sur la page ci-contre (figu-
re 4). il s’agit d’une carte assez vieille où la
route joignant les deux capitales est en par-
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tie effacée, ainsi que la frontière. on peut
s’attendre à ce qu’un certain nombre d’étudiants
pensent que la route va forcément croiser la
frontière. l’enseignant peut semer le doute en
proposant une frontière et donc une route si
tortueuses que l’existence de l’intersection
des deux ne va pas de soi, comme sur le
deuxième dessin ci-dessous (figure 5). 

la production d’une preuve mathématique
de l’existence de l’intersection requiert une
modélisation du problème. la route est modé-
lisée par un chemin continu 

γ : [0,1] → i 

t 􏰀⟼ γ (t). 

la question se pose de caractériser la fron-
tière F entre les deux pays a et b. Une idée

est de commencer par décrire un point p de
a∪b qui n’est pas sur la frontière en termes
de points voisins. on peut aussi faire émer-
ger l’idée suivante : si p ∈ a mais p ∉ F, alors
on ne peut pas trouver des points de b aussi
proches de p qu’on veut. De là, la notion de
point intérieur peut être introduite en termes
de boule. 

la réponse suivante peut apparaître pour
caractériser la frontière : F = a ∩ b. Cepen-
dant, rien n’assure que les points de la fron-
tière sont communs : les deux pays auraient
pu se répartir les points de F, par exemple pour
partager les frais d’installation d’une clôtu-
re. l’appartenance d’un point p à F peut
émerger sous la forme suivante : toute boule
b(p,r) coupe à la fois ∁a et ∁b, c’est-à-dire
b et a. la notion de point adhérent peut être
introduite ici. l’enseignant peut ensuite carac-
tériser l’intérieur (respectivement l’adhé-
rence d’un ensemble) comme l’ensemble des
points intérieurs (respectivement l’ensemble
des points adhérents). on peut alors répartir
les points de l’île en trois ensembles dis-
joints, à savoir inta, intb et F et y situer les
capitales des deux pays. 

En décrivant la route de la manière sui-
vante : γ(0) = Ca∈ inta et γ(1) = Cb∈ intb,
on peut envisager de montrer par l’absur-
de que R, l’image de γ, ne coupe pas F. le
passage suivant amènera sans doute des
difficultés chez les étudiants et nécessaire-
ment l’aide de l’enseignant : 

supposons que R ne coupe pas F. on a alors
R ⊆ int a∪ int b. on a R = γ([0,1]). Posons
g = γ−1(int a) et H = γ−1(int b)? et soit 
p ∈ g. alors il existe ]t − ε, t + ε[ ⊆ g. Donc
p ∈ intg. Comme intg ⊆ g, on en déduit que
g = intg. la notion d’ouvert peut être défi-
nie. l’ensemble H est également ouvert. les
points de R se répartissent donc entre int a

Figure 4

Figure 5
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et intb, ceux de [0,1] entre g et H. De plus,
g ∩ H = ∅, 0∈g car γ(0) = Ca et 1∈ H car
γ(1) = Cb. l’intervalle [0,1] est donc la
réunion de deux ouverts g et H non vides et
disjoints, ce qui est impossible. Ce dernier résul-
tat est admis à ce stade. le théorème suivant
peut alors être énoncé comme bilan : 

soit i ⊆ R2 partagé en deux sous-
ensembles a et b disjoints dont les
intérieurs (dans i) sont non vides, un
chemin continu joignant un point de
l’intérieur de a à un point de l’intérieur
de b coupe nécessairement la frontiè-
re F = i \ (int a ∪ int b). 

Dans ce problème, les notions de points
intérieur et adhérent, d’intérieur, d’adhé-
rence, de frontière et d’image réciproque
d’un ouvert par une application continue
interviennent comme des outils pour résoudre
un problème via une modélisation de la
situation dont l’évidence première peut être
combattue par des dessins compliqués évo-
qués par l’enseignant. 

il subsiste une ambiguïté sur le caractère
relatif des notions par rapport à l’ensemble
i. Ce problème peut être réglé plus tard dans
le cours proprement dit. la notion de connexi-
té peut être définie et on peut démontrer
quelques propriétés à son propos qui pro-
longent le travail entrepris : la connexité des
intervalles [a,b], des exemples de connexes
dans R2, etc. »

Ce début de la topologie propose donc
une introduction des notions dans leur dimen-
sion outil, conformément à (Douady 1986),
pouvant selon nous amener les étudiants à
donner un autre sens aux notions de base de la
topologie que celui amené par la présentation
en termes axiomatiques classiques, qui ne
serait donnée qu’en un second temps.

(b) Approche par des problèmes 
de convergence de fonctions ?

Une autre origine historique de la topolo-
gie (voir (Robinet 1984)) se situe dans divers «
problèmes de choix » concernant des fonctions,
c’est-à-dire souvent des problèmes dont la solu-
tion a été d’extraire des sous-suites conver-
gentes de suites de fonction, autrement dit (mais
cela ne pouvait pas alors être interprété ainsi),
des énoncés de compacité pour certains ensembles
de fonctions (tels les « familles normales de Mon-
tel »). Peut-on reprendre cette idée pour proposer
une introduction à certains aspects de la topo-
logie, en particulier des topologies sur des
ensembles de fonctions (voir (Dorier 1996)) ?

l’un des cas les plus simples auxquels on puis-
se songer est d’essayer de faire résoudre le pro-
blème suivant : étant donné une suite ƒk de fonc-
tions définies sur N et à valeurs dans [a,b], peut-on
trouver une sous-suite de la suite ƒk qui conver-
ge (simplement) sur tout entier p de N ? Mais on
se rend compte que ceci revient à espérer faire
plus ou moins inventer par des étudiants, comme
outil de résolution, le procédé diagonal de Can-
tor ! Quelles situations construire, pouvant ame-
ner les étudiants à être partie prenante active de
la création du concept, pour obtenir ce résultat ?
Cela semble bien difficile à imaginer… 

Et s’il s’agit simplement d’arriver à intro-
duire « naturellement » les topologies de la
convergence simple ou de la convergence
uniforme sur les fonctions, on se trouve devant
des notions qui se présentent avec un carac-
tère FUg assez marqué, donc difficiles à
introduire de façon adidactique4 : n’est pas Fré-

3 Rappelons ici que le terme “adidactique” qualifie une
situation proposée aux étudiants, qui a pour but apparent de
résoudre un problème qui ait du sens pour eux, mais qui leur
demande, en général après certains échecs, de mettre en place,
en partie eux-mêmes, certains outils de résolution, qui auront
vocation à être généralisés comme des concepts nouveaux
(et qui étaient les vrais objectifs de l’enseignement, mais n’étaient
pas dits a priori aux étudiants). Voir (brousseau 1998).
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chet qui veut, même le collectif d’un groupe
de travaux dirigés ! Par contre la convergen-
ce uniforme peut s’introduire par une situa-
tion de type « extension de concept » (avec
en vue en fait plusieurs modes de conver-
gence), mais sans visée directe d’introduire des
topologies sur des ensembles de fonctions
(voir Robinet (1984b)).

Donc, dans la situation actuelle, l’approche
de la topologie motivée par des questions sur
la convergence des fonctions (qui obligerait
par exemple à préciser les différents voisinages
possibles d’une fonction) reste didactiquement
conjecturale. 

6. — Les fonctions 
trigonométriques en terminale du lycée

Dans les programmes récents, les fonc-
tions trigonométriques sinus et cosinus, en
tant que fonctions définies sur R, et pério-
diques de période 2π, sont introduites en
terminale. leur construction nécessite d’intro-
duire, avant, l’enroulement de la droite sur
le cercle. Des constats fréquents, et une étude
didactique précise dans (loeng 2019), mon-
trent que cet enroulement est un point qui sou-
lève de grandes difficultés pour les élèves,
en particulier, selon nous, parce qu’il ne
répond à aucune question, aucune motivation.
nous proposons de l’introduire comme un cas
particulier d’un problème général de des-
cription du mouvement uniforme d’un point
sur le cercle (ce qui correspond au cas typique
d’utilisation des fonctions trigonométriques
en mécanique).

on regarde donc un point M(t) (t est le
temps) qui se déplace sur le cercle de rayon
R et centre o avec une vitesse uniforme w
(la notion de longueur d’un arc de cercle
étant admise comme une notion précons-

truite). En prenant l’origine des temps en 0
et le point de départ du mouvement étant
choisi en i = (R,0), on peut arriver à faire modé-
liser par les élèves que la longueur de l’arc par-
couru (dans le sens direct) est donnée par s =
wt. bien entendu quand on a circulé pendant
un temps t = 2πR/w, on a fait un tour com-
plet, et on se retrouve sur le même point du
cercle. le problème est d’étudier comment
varient les coordonnées du point M(t) quand
le temps t varie.

il est vraisemblable que cette considéra-
tion du temps qui s’écoule soit plus simple à
saisir pour les élèves que « d’enrouler la droi-
te sur le cercle », ce qui est une démarche
assez abstraite et sans but apparent. Des rota-
tions uniformes sur des cercles sont des mou-
vements familiers (les manèges), et la pério-
dicité de tels mouvements se conçoit bien.
on est alors bien parti pour décrire les coor-
données du point M(t), et donc (quand R = 1
et w = 1) d’accéder aux fonctions sinus et
cosinus, à leur périodicité et à leurs varia-
tions. bien entendu, il faut établir un lien
étroit avec la partie des enseignements de
physique qui concerne la cinématique, puis-
qu’on y recherche l’origine du problème qui
va motiver l’étude des fonctions trigonomé-
triques. Par exemple, la position et la grandeur
de la vitesse (selon la tangente au cercle) per-
mettent une « preuve physique » de la dérivation
des fonctions cosinus et sinus…

Dans un scénario d’après-coup, par exemple
en formation des maîtres, il faudrait sans
doute faire le lien avec l’exponentielle com-
plexe eit, avec la mesure des angles, le radian,
le nombre π, etc., tous points qui restent déli-
cats pour les enseignants et donc les élèves.
a ce propos on peut voir (Rogalski 2001,
chapitre iii), où toutes ces relations sont étu-
diées avec un point de vue essentiellement pro-
blématique.
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7. — Quelques considérations 
à partir de ces exemples

nous nous sommes ici limités à quelques
exemples. D’autres auraient pu être développés,
par exemple en ce qui concerne le calcul dif-
férentiel et ses rapports avec la physique,
l’approximation numérique, les probabilités…
en s’inspirant de problèmes historiques ou
interdisciplinaires.

D’abord, il importe de préciser la nature des
exemples présentés. Répétons que ce ne sont que
des propositions montrant la faisabilité mathé-
matique : on peut présenter certaines notions à
partir de problématiques ou de questionne-
ments restituant à ces concepts leurs rôles
d’outils de résolution, de réponses, suscep-
tibles, peut-être, d’être en partie initialisées par
les étudiants. Ces propositions, sauf pour
quelques-unes qui renvoient à des expériences
plus ou moins anciennes (voir (Ci2U 1990),
(Dorier et al. 1994), (Rogalski 1994, 2011),
(Magnin et Rogalski 2011), (grenier et al.
1986)), et qui ont parfois été reprises par cer-
tains manuels, sont très loin d’être des scéna-
rios d’enseignement précis. les conditions
didactiques de leurs expérimentations ne sont
guère soulevées ici, elles demandent évidem-
ment un fort travail de recherche, et sans doute
pour une partie d’entre-elles une coordination
d’approches mathématiques et d’options didac-
tiques s’étalant sur un temps assez long (par
exemple voir (Dorier et al. 1994)), et donc pro-
bablement difficile à réaliser dans le contexte
actuel d’un enseignement universitaire sou-
vent très parcellisé. 

Cette dernière réalité est sans doute un
obstacle sérieux, que seule une coordination impor-
tante de plusieurs unités d’enseignement (voire
leur fusion) permettrait de surmonter. on n’insis-
tera jamais assez sur les nombreux dégâts épis-
témologiques et didactiques qu’a causé la par-

cellisation des enseignements des mathéma-
tiques, initiée par le découpage en unités déci-
dé par le ministre l. Jospin et son conseiller C.
allègre, en dépit des nombreuses expériences
de « rénovation des DEUg », et aggravée par
le lMD et ses micro-crédits ! 

nous voulons maintenant essayer de situer
ces propositions par rapport à diverses questions
épistémologiques ou didactiques, ou par rapport
à l’évolution des injonctions des institutions impli-
quées dans l’enseignement.

(a) Le « paradigme de questionnement 
du monde » et la possible adidacticité 
des situations

le « manifeste » de (Chevallard 2019) est
probablement assez radical, bien que sa contri-
bution n’entre pas dans des propositions détaillées.
les exemples que nous avons succinctement évo-
qués sont évidemment bien moins profonds
que le serait l’idée ambitieuse de refonder
l’enseignement des mathématiques sur le para-
digme du questionnement du monde. Mais il me
semble qu’ils devraient pouvoir convaincre
qu’il est possible d’enseigner à partir de ques-
tions et de problèmes une grande partie des
concepts enseignés en licence à l’université ou
en fin de secondaire, sans nuire à la nécessai-
re présentation des axiomatiques, mais seule-
ment comme abstraction des réponses appor-
tées à de vraies questions. Ce qui serait déjà un
petit pas réaliste et réalisable dans la direction
d’une amélioration de l’enseignement. 

bien entendu, les propositions concernant
l’université laissent un assez grand rôle aux
enseignants, ou du moins sont parfois muettes
sur la part d’initiative et de recherche qui peut
être laissée aux étudiants dans le questionne-
ment. Cela n’est pas complètement du hasard
: certains concepts mathématiques du supé-
rieur, même s’ils peuvent être présentés comme
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des réponses à de vraies questions, ont un haut
niveau d’abstraction ou de formalisation, les
démarches de généralisation ou d’unification qu’ils
mettent en œuvre ne sont pas toujours évi-
dentes à initier par les étudiants ; la nécessité
d’un guidage didactique restera sans doute
nécessaire. Mais cela n’empêche pas un ren-
versement nécessaire entre un point de vue
principalement axiomatique et un point de vue
essentiellement problématique, comme nous
le proposons par exemple pour l’algèbre linéai-
re. Par contre, pour d’autres notions (telles
l’intégrale ou la fonction exponentielle), il
semble possible d’introduire les notions par
une dialectique outil/objet avec une forte com-
posante adidactique dans l’enseignement, allant
même jusqu’à la mise en place du « débat
scientifique » impliquant fortement les étu-
diants dans la construction et donc l’appro-
priation des concepts, voir (legrand 1990b)
ou (Magnin et Rogalski 2011).

(b) Le recours au « méta »

Rappelons ici ce qu’on appelle “méta”. il
s’agit de moments de l’enseignement, soit en
cours, soit en travaux dirigés ou en ateliers de
travail en petits groupes, soit même sous la
forme de devoirs à la maison, où le travail des
enseignants et des étudiants est axé sur une
réflexion sur les mathématiques. il ne s’agit donc
pas d’énoncés mathématiques au sens strict, mais
de faire surgir chez les étudiants des réflexions
sur des conditions générales ou particulières à
certains domaines de l’activité mathématique.
Voilà un exemple simple et classique : 

“Problème : étant donnée la suite récurrente
un+1 = 1 + un

2/4,  u0 = 1,  montrer que,
∀ n ≥ 0, un ≤ 3 ”. Une récurrence directe
ne marche pas. 
l’idée “méta” alors à faire surgir de la
recherche des étudiants sur cet exemple
est : “quand dans une récurrence on n’arri-

ve pas à prouver le pas P(n) ⇒ P(n + 1), cher-
cher une propriété Q(n) plus forte que P(n)
telle que l’implication Q(n) ⇒ Q(n + 1) soit
plus facile à prouver”. 

Expliquer ce qu’est l’activité des mathé-
maticiens, quels sont les buts qu’on se donne,
quels vont être les rôles de telle ou telle ques-
tion, ou de tel outil construit dans des objectifs
de résolutions, c’est favoriser la réflexion des
étudiants sur leur propre pratique son rapport
avec celle des mathématiciens. Par exemple
l’utilisation par ceux-ci des changements de
cadres ou de la dialectique outils/objets, voir
(Douady 1986) et (Rogalski 2002), est un aspect
important du “méta”. il faut aussi tirer des
bilans sur les chemins suivis (voir par exemple
le schéma présenté dans l’algèbre linéaire),
expliquer l’importance de démarches géné-
rales (généraliser, unifier, formaliser, changer
de cadres, changer de perspective ou de point
de vue...), pointer l’importance des détours
théoriques, développer des démarches métho-
dologiques dans des domaines mathématiques
précis (par exemple le raisonnement par récur-
rence dans notre exemple ; pour des exemples
plus ambitieux - convergence des suites, entre
autres - voir (Rogalski et Rogalski 2015)). sur
le “méta”, on peut voir (Dorier 1995), (Rogals-
ki 2002), (Rogalski et Rogalski 2015), (Robert
et Robinet 1996). 

Compte-tenu de l’enjeu des propositions que
nous avons présentées, il apparaît nécessaire
d’avoir un fort recours au “méta”. Utiliser des
questions ou des problèmes pour introduire
des notions demande un changement de contrat
didactique important. Certes celui-ci s’établit
en partie à partir d’une pratique prolongée.
Mais l’annoncer aux élèves ou étudiants, le
motiver en expliquant ce qu’est l’activité des
mathématiciens, c’est favoriser la réflexion des
étudiants sur leur propre pratique et ses rapports
avec celle des mathématiciens. 
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(c) Enseigner en partant de questions 
et la formation des maîtres

Ce type d’enseignement est depuis un cer-
tain temps une forte injonction des institutions
comme le ministère, l’inspection générale, etc.,
en particulier dans les sciences physiques. la
pression est moins forte en mathématiques,
même si tout un courant de la didactique y
pousse. Mais les incantations des programmes
officiels restent souvent plaquées, prisonnières
de la notion « d’applications », et sont très
rarement vues comme des raisons épistémo-
logiques à la construction des concepts.

Divers bilans globaux ont été tentés ici
ou là, citons par exemple (grangeat 2013).
Certaines conclusions pour la physique, par-
fois uniquement orales, sont assez négatives.
il semble que, par exemple, ceux qui se sont
penchés sur l’expérience de « la main à la pâte
», soient assez sévères, non seulement du point
de vue didactique, mais même du point de vue
épistémologique.

Plus généralement, on constate souvent,
chez les enseignants de mathématiques, une
forte résistance à faire manipuler par les étudiants
des notions pas encore clairement définies.
Cela peut être un fort obstacle à essayer de
faire fonctionner dans l’enseignement une dia-
lectique outil-objet telle qu’elle semble indis-
pensable pour partir de questions ou de problèmes,
voir (Douady 1986). Cela peut aussi consti-
tuer une obstruction à développer avec les étu-
diants des discours et des activités « méta ». De
ce point de vue, il faut comprendre que de
nombreux enseignants, du secondaire comme
de l’université, restent nourris et formés dans
l’idéologie « bourbakiste » imprégnant la plu-
part des enseignements universitaires. Pour
eux, les notions mathématiques restent sou-
vent formelles, et leurs raisons d’être ne leur ont
été que bien rarement présentées.

Voici à ce propos une anecdote révélatri-
ce. Dans les années 1990, enseignant à la pré-
paration à l’oral d’analyse de l’agrégation (à
lille), j’ai organisé avec les étudiants une
séance de réflexion à vocation plus ou moins
épistémologique : par groupes de quatre, ils
devaient élaborer des réponses à la question :
« dire ce que vous tirez comme bilan de ce que
vous avez appris, compris, de cinq ans d’études
universitaires en analyse ». aucun groupe n’a
été capable du moindre recul vis-à-vis des
enseignements suivis : ils ont juste été capables
de citer une liste plus ou moins longue de « théo-
rèmes », mais ils n’avaient jamais réfléchi aux
buts de ces théorèmes en termes de grands
objectifs et de démarches générales : résultats
d’existence, possibilité de résoudre des équa-
tions (numériques, fonctionnelles, différen-
tielles…), capacité d’approximer les solutions,
le rôle décisif des passages du local au global,
etc. Et cela était en accord avec le type de
leçons d’analyse qu’ils étaient capables d’éla-
borer : formelles, sèches, sans commentaires
sur les objectifs visés… conformes aux ensei-
gnements qui leur avaient été donnés et aux
manuels qu’ils avaient pu consulter.

si l’on veut que les enseignants soient en
état de participer activement à un enseigne-
ment de type problématisé avec leurs futurs
élèves ou leurs futurs étudiants, il faut cer-
tainement qu’eux-mêmes soient formés d’une
toute autre façon que celle qui reste actuel-
lement dominante. Cela concerne les ensei-
gnants du secondaire pour lesquels les conte-
nus historiques, épistémologiques, didactiques
ou mathématiques présentés en master MEEF
ne suffisent généralement pas à corriger les
représentations issues d’un enseignement
trop formel à l’université. Cela concerne
aussi les enseignants universitaires : passer
d’un enseignement trop axiomatique à un
enseignement problématisé demande un chan-
gement notable. Peut-être faut-il s’investir dans
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la formation à l’enseignement de leur disci-
pline des doctorants chargés de missions
d’enseignements et des nouveaux maîtres de
conférences ? on peut consulter à ce sujet
(Rogalski 2014b) et (Mac aleese et al. 2008).

bref, nous pensons qu’il est nécessaire de chan-
ger profondément l’enseignement universi-
taire. l’ambition de ce texte était juste d’en
montrer les enjeux et d’essayer de montrer que
c’est possible.
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