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Résumé. Cette recherche porte sur I’introduction de I'unité de mesure d’aire « cm’ » dans les manuels de CM2. Elle
s’appuie sur une analyse épistémologique, sur celle du contexte et des programmes ainsi que sur une synthése de
travaux en didactique concernant le savoir mathématique a transposer, pour élaborer une grille d’analyse des
manuels. Nous identifions des implicites dans les choix des auteurs liés a la mobilisation de 1’unité de mesure,
d’abord dans le cadre géométrique et ensuite du fait de I’introduction des formules, dans les cadres numérique et
algébrique, implicites pouvant engendrer des difficultés chez les éleéves.
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Introduction

Les concepts d’unité¢ de mesure, d’aire, de surface et de multiplication n’ont pas toujours été
manipulés dans le contexte d’un systéme métrique faisant correspondre les unités de mesure de
longueur avec les unités de mesure d’aire. Pendant des millénaires, de nombreux systémes de
mesure différents ont donné lieu a des pratiques mathématiques riches et diversifiées avec des
implications sur les fagons de voir les nombres, la multiplication ou encore de mobiliser le cadre
géométrique. Nous montrons (de Varent, 2018) comment ces contextes de mesure ont des
implications (et réciproquement) sur les concepts d’aire, de longueur, de nombre, d’unité et de
multiplication. L’étude de situations historiques ou les systémes non métriques d’unités de
mesure d’aire sont construits indépendamment des systémes d’unités de mesure de longueur
ameéne a se demander si le systetme métrique, du fait des relations facilitées entre unités de
mesure de longueur et d’aire, peut conduire a des implicites concernant la compréhension du
concept d’unité de mesure d’aire. En didactique, les travaux de recherche sont nombreux sur le
sujet de 1’aire comme le montre la synthése de travaux de Perrin-Glorian (2002). Les points qui
semblent avoir le plus été retenus en formation d’enseignants et dans les manuels sont les
distinctions entre aire et surface, aire et périmetre. L’introduction par la mesure indirecte, puis
directe est aussi traitée : d’abord avec une unité de mesure d’aire pouvant prendre une forme
quelconque (comme un carré, un losange, un triangle...), puis avec 1’'unité de mesure cm’ utilisée
sous forme de carré. La transition vers les formules d’aire du carré et du rectangle est amenée par
le dénombrement de carreaux qui conduit a faire émerger la formule par généralisation. Mais
cette transition est-elle envisagée du point de vue de ’unité de mesure, qui est initialement
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introduite dans le cadre géométrique, et devient ensuite I’un des éléments d’une expression
littérale ? Pour aborder cette question centrale, nos questions de recherche détaillées sont les
suivantes :

Nous nous appuyons sur le résultat d’une analyse épistémologique (de Varent, 2018), 1’analyse
du contexte et des programmes ainsi que sur une synthése de travaux en didactique concernant le
savoir a transposer pour analyser les manuels. Quelles dimensions retenir de ces éléments
préalables pour analyser 1’introduction du concept d’unité de mesure d’aire ?

En analysant des manuels de CM2 selon les dimensions identifiées, qu’observe-t-on concernant
I’introduction de 1’unité de mesure d’aire conventionnelle (¢m”) dans la transition entre le cadre
géométrique et les cadres numérique et algébrique ? Pour répondre a cette seconde question,
nous avons analysé une sélection de manuels scolaires de CM2.

Apres avoir présenté les cadres théorique et méthodologique, nous décrivons les dimensions
retenues des analyses du contexte d’enseignement et du savoir de référence a transposer, puis
nous décrivons les résultats d’analyse de treize manuels scolaires de CM2 du point de vue de
I’unité de mesure d’aire entre géométrie et formules.

1. Cadres théorique et méthodologique

Nous présentons dans cette partie les références théoriques et méthodologiques qui nous ont
servi a construire cette analyse : nous avons utilisé les analyses préalables d’une ingénierie
didactique (Artigue, 1989). Les travaux de de Hosson et Schneeberger (2011) et Dorier (2000)
ont notamment orienté 1’analyse épistémologique qui fait partie de ces analyses préalables et
dont nous utilisons les résultats pour répondre a notre premiére question de recherche. Par
ailleurs, dans le cadre de I'introduction du « cm’ » et des formules de 1’aire du rectangle, nous
nous plagons sur une transition entre une introduction géométrique et une généralisation vers la
formule de I’aire du rectangle, qui mobilise les cadres arithmétique et algébrique, nous utilisons
aussi les notions de cadre et de registre. Enfin, nous présentons des caractéristiques
méthodologiques liées a I’analyse de manuels scolaires.

1.1. Méthodologie de croisement des analyses épistémologiques et didactiques

Pour répondre a la premiére question de recherche, nous croisons le résultat d’une analyse
épistémologique (de Varent, 2018), I’analyse du contexte et des programmes et une synthése de
travaux en didactique concernant le savoir a transposer pour analyser les manuels. Nous nous
situons plus largement dans le cadre méthodologique de 1’ingénierie didactique (Artigue, 1989)2.
En effet, ces analyses ont servi d’analyses préalables a une expérimentation en classe® que nous
ne rapportons pas ici.

Nous renvoyons a la thése de de Varent (2018, pp. 230-231) pour I’ensemble de I’analyse
épistémologique, définie ici comme le produit d’allers-retours constants entre textes historiques,

2 Elle distingue quatre phases : 1) les analyses préalables, 2) la conception et 1’analyse a priori des situations
didactiques, 3) I’expérimentation et, enfin, 4) ’analyse a posteriori et la validation.

3 Les analyses préalables comprennent ’analyse épistémologique des contenus visés par I’enseignement ; 1’analyse
de I’enseignement usuel et de ses effets, 1’analyse des conceptions des éléves, difficultés et obstacles ; ’analyse du
champ des contraintes dans lequel se situe la réalisation didactique en prenant en compte les objectifs spécifiques
de la recherche.
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travaux didactiques et manuels scolaires (de Hosson & Schneeberger, 2011, p. 11 ; Dorier, 2000,
p. 29).

Ces allers-retours ont notamment débuté au prisme des travaux de Roditi (2005) qui considerent
le calcul d’aire en tant que situation multiplicative. Cette perspective qui vient de la didactique a
permis une premicre sélection de textes historiques anciens sur des thémes variés : la régle de
trois, la multiplication ou la division, les calculs d’aires et de volumes. La sélection de textes
anciens portant sur des situations multiplicatives a mené a nous interroger sur les effets du
systéme d’unités de mesure (non métrique) adopté, sur la perception des concepts mathématiques
(multiplication, nombre, aire, surface, unité de mesure...), conformément a I’approche historique
du projet ERC « SAW* » dans lequel nous nous inscrivions en histoire, approche qui consiste a
ne pas coller une approche moderne de ces concepts sur les textes anciens afin d’en comprendre
les subtilités. Réciproquement, les travaux de didactique nous ont conduits a mobiliser des
catégories pour penser les objets dans 1’analyse épistémologique. Par exemple, les distinctions
telles que « surface, aire, nombre » (Perrin-Glorian, 1989-1990, p. 32) aménent a observer dans
les textes anciens les concepts, qui sont mobilisés ou non selon ces distinctions.

L’approche utilisée par les historiens du projet SAW a par ailleurs conduit a une approche
algorithmique de ces situations : nous nous sommes en effet intéressés a chaque étape du calcul :
quel est I’élément donné en entrée ? Qu’est-ce qui est multiplié ou additionné ? Quel est
I’¢lément donné en sortie du calcul ?

Le croisement des analyses didactique et épistémologique a donc conduit a s’intéresser :

* a I’aire comme situation multiplicative parmi d’autres, situation dans laquelle les unités
de mesure entrent en jeu de fagons diverses ;

* a I’'implication de cette perspective multiplicative et de 'utilisation du systéme métrique
sur la compréhension des concepts (aire, surface, nombre, multiplication, unité¢ de
mesure) ;

* a regarder le calcul d’aire dans une perspective algorithmique.

Cela nous a permis de dégager une liste de points d’attention dans la mesure d’aire du carré et du
rectangle que nous détaillons par la suite.

1.2. Cadres et registres de représentation sémiotique

Nous utilisons ici les travaux de Duval, selon lequel il est essentiel pour penser les objets
mathématiques d’utiliser une diversité de registres pour mieux les appréhender. Selon Duval, la
connaissance de 1’objet mathématique dans plusieurs registres permet de différencier cet objet
mathématique de ses représentations (Duval, 1993, p. 37). 1l faut que I’éleéve reconnaisse un
objet mathématique dans ses différentes représentations, donc dans plusieurs registres. Par
exemple le symbole représente I’objet « nombre » ou le tracé représente un segment. Selon lui,
les représentations sémiotiques d’un objet mathématique sont diverses et nécessaires (Duval,
1993, p. 38). Les représentations sémiotiques fonctionnent dans des systemes de représentation
(avec des contraintes qui sont propres au systéme). Par exemple, une figure fonctionne dans un
systétme de représentation différent d’une formule®. Duval (1993) insiste sur le fait que la

* https://sawerc.hypotheses.org/

> Les systémes ne sont pas tous des registres. Pour qu’un systéme de représentation sémiotique puisse étre un
registre de représentation sémiotique, il doit permettre trois activités cognitives : la formation d’une représentation,
son traitement dans le registre donné, sa conversion (Duval, 1993, p. 41).
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compréhension d’un concept repose sur la coordination de ses registres de représentation,
laquelle n’est pas naturelle (pp. 51-52). Pourtant, la mobilisation des différents registres de
représentation d’un concept est, d’aprés Duval, nécessaire pour que les connaissances des éléves
sur ce concept soient mobilisables ensuite.

Naturellement, [’absence de coordination n’empéche pas toute compréhension. Mais cette
compréhension, limitée au contexte sémiotique d 'un seul registre, ne favorise guere les transferts et
les apprentissages ultérieurs : elle rend les connaissances acquises peu ou pas mobilisables dans
toutes les situations ou elles devraient réellement étre utilisées. En définitive, cette compréhension
mono-registre conduit a un travail a I’aveugle, sans possibilité de contréle du « sens » de ce qui est
fait (Duval, 1993, p. 52).

Perrin-Glorian (2004) analyse la distinction entre changement de cadre et conversion de registre
de représentation sémiotique (Duval, 1995). Elle emploie le mot « cadre » pour cadre numérique
ou cadre géométrique, le mot « registre » pour le registre de I’écriture des nombres ou le registre
des figures. Le plus important est que 1’on n’a plus affaire aux mémes représentations des objets
quand on change de cadre ou de registre. Perrin-Glorian (2004) propose d’utiliser I’expression de
« changement de cadre » en fonction des connaissances des ¢éléves : lorsqu’il y a un apport de
connaissances nouvelles pour les éléves, qui n’existent pas dans 1’autre cadre (pp. 68-70).

Dans le cas de I’aire du rectangle, le registre des figures, dans le cadre géométrique (avec le
pavage du rectangle), est remplacé par des formules (c¢Xc ou £ X L), dans le registre symbolique
ou par le cadre numérique, quand on applique la formule. Les objets manipulés (les unités de
mesure représentées par des carreaux) sont alors représentés par des symboles (comme le
« cm” ») dans le registre symbolique quand on utilise la formule, et il faudra analyser ce qu’ils
deviennent conceptuellement, dans le cadre numérique, lors de 1’application de la formule a des
cas concrets de calcul.

Au CM2, la généralisation de la formule dans le cadre algébrique apporte la connaissance
nouvelle d’un point commun a tous les calculs d’aire du carré et du rectangle, en fonction de la
mesure des longueurs. Il s’agit d’'un changement de cadre, a ce stade de la scolarité, au sens
qu’emploie Perrin-Glorian (c’est-a-dire en fonction des connaissances des éleves).

En résumé, nous nous intéressons ici au cadre géométrique li¢ au registre des figures (pavage),
puis au cadre algébrique li¢ au registre symbolique (formule) et au cadre numérique lié au
registre des nombres (application de la formule). Nous nous penchons sur la coordination des
représentations des objets mathématiques liés au calcul d’aire, notamment aux unités de mesure
dans la transition du cadre géométrique aux cadres numérique et algébrique. Nous nous
interrogeons sur 1’articulation de représentations de 1’objet « unité de mesure d’aire » dans les
différents registres, et I’explicitation ou non de cette articulation chez les auteurs de manuels
scolaires. Duval conseille en effet d’étre attentif a la capacité des éléves a différencier les objets
de I'une de leurs représentations, ce qui nous engage a analyser avec précision la facon dont les
manuels accompagnent la présentation de 1’unité de mesure d’aire dans la transition entre ces
cadres.

1.3. Articulation des travaux sur le savoir mathématique de référence a transposer

Le croisement des analyses épistémologique et didactique nous a conduits a rassembler des
travaux en didactique issus de différents champs en histoire et didactique des mathématiques et
de la physique : géométrie, grandeurs, bidimensionnalité, mesure, unité¢, découpage du plan,
raisonnement a plusieurs variables En effet, le choix initial de nous centrer sur les unités de
mesure dans la transition intercadres entre géométrie (pavage) et la formule de I’aire du rectangle
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nous a conduits a réunir des travaux sur les grandeurs en géométrie (voir Perrin-Glorian, 2002)
des travaux qui abordent les liens entre aire ou volume et bidimensionnalité (Rogalski-Muret,
1984 ; Vergnaud ef al., 1983). Des travaux posent le probléme du point de vue épistémologique :
Munier et Passelaigue (2012) ou le VIM® (2008) abordent les différences entre mesure,
mesurage, unité de mesure, valeurs numériques associées a la mesure. Chambris (2009) analyse
I’articulation dans I’enseignement de la notion d’unité entre le systéme métrique et les unités de
numération. Du point de vue du savoir a transposer, plusieurs travaux (de Courtenay et al.,
2019 ; Perrin-Glorian, 1989-1990 ; Pressiat, 2002) abordent les implications d’une mise en
relation de 1’addition de valeurs numériques issues de mesure avec le découpage du plan dans le
monde physique du fait des relations de proportion entre grandeurs.

Outhred et Mitchelmore (1992, 1996) posent la question du point de vue de I’apprentissage
spatial du pavage et du sens qu’il est possible de donner aux carreaux. Viennot (1992) engage
enfin a penser le moment de I’introduction des régles du raisonnement sur plusieurs variables
dans les formules en lien avec I’apprentissage de la dépendance fonctionnelle par des
raisonnements du type « si telle grandeur augmente et si telle autre est maintenue constante, alors
telle autre diminue » (pp. 139-140).
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Figure 1 : Les unités de mesure a la croisée des travaux.

Ces travaux mis ensemble illustrent plus généralement la difficulté de 1’enseignement dans un
contexte de transition entre géométrie et formules lorsque la mesure est impliquée. De plus, ils
mettent en valeur le fait que le systéme métrique actuel permet de mettre en relation les unités de
mesure de longueur et d’aire, ce qui implique que les unités de mesure d’aire sont représentables
par un carré dont la longueur du c6té est 'unité de mesure de longueur standard. Cela permet
d’associer facilement I’addition au découpage du plan, c’est-a-dire de construire un parallele
entre les relations de proportions entre grandeurs et les opérations sur les nombres. Nous nous
demandons si cela peut créer des implicites dans la représentation de 1’unité de mesure d’aire
dans la transition entre géométrie et formules, qui soient observables dans les manuels.

¢ International vocabulary of metrology.
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1.4. Méthodologie d’analyse des manuels scolaires de 2008

Précautions initiales

Premiérement, I’analyse de manuels scolaires ne donne pas acces directement aux pratiques
réelles des enseignants (Gueudet & Trouche, 2010). Il est aussi possible que les enseignants aient
trouvé leur propre fagon de combler ou modifier I’information aupres des éléves pour remédier a
des informations incomplétes ou par une attitude critique devant les choix de certains manuels.
Nous utilisons cette analyse pour soulever des hypothéses qui pourraient donc dans un deuxiéme
temps €tre confrontées aux pratiques.

Par ailleurs, les choix des manuels sont significatifs d’une pratique de I’institutionnalisation
(Chaachoua, s. d.), il nous semble donc qu’il est important de connaitre la fagon dont les auteurs
envisagent la notion d’unité de mesure et la transition entre géométrie et formules.

Deuxi¢mement, nous utilisons pour ’analyse une méthode venant des historiens, qui consiste a
reconstituer les étapes du calcul (que nous appelons algorithme) a chaque étape, et ce que 1’¢éleve
utilise comme variables de ’algorithme. Par exemple, lorsqu’il s’agit de mesurer ’aire d’un
carré¢ dans le cadre géométrique avec un pavage carré, les consignes du manuel peuvent
impliquer pour I’éleve :

* le compte du nombre de carreaux sur une ligne ;
* la multiplication du nombre obtenu par lui-méme ;

* ’exposé du résultat de la multiplication aux c6tés d’une unité de mesure (a déterminer ou
non par 1’éleéve en fonction de I’explicitation donnée en énonce).

Dans le cadre de I’application d’une formule, si la mesure de la longueur du c6té du carré est
donnée a I’¢leve dans 1’énoncé, les consignes du manuel peuvent impliquer pour I’éléve :

* la multiplication par lui-méme du nombre issu de la mesure de la longueur ;

* I’expos¢ du résultat de la multiplication aux c6tés d’une unit¢ de mesure d’aire (a
déterminer par 1’éleve).

Ainsi, les deux algorithmes impliquent des taches différentes et une conception des objets
mathématiques qui peut étre différente. L algorithme que nous tachons de reconstituer est donc
implicite, et donne lieu dans les manuels a des traces seulement. Ces traces sont par exemple un
énoncé, un diagramme, ou un résultat d’exercice. Notre analyse repose donc sur les éléments qui
sont portés a la connaissance de 1’¢leve, et ce qu’il peut en comprendre théoriquement. La
encore, entre cette reconstitution et la pratique réelle il y a un écart qui provient de la lecture que
fait réellement I’¢léve de ces traces, ou des indications complémentaires apportées par
I’enseignant. Cependant, connaitre cette lecture que peut théoriquement faire un €léve selon les
manuels nous permet déja de relever si, dans ce cadre « idéal », des malentendus sont déja
possibles, ou si au contraire, I’explicitation est maximale.

Les manuels scolaires analysés

Les 13 manuels de CM2 sélectionnés pour 1’analyse constituent I’intégralit¢ des manuels de la
bibliothéque de I'INSPE Bretagne (sur la base de la collection compléte), site de Rennes en
2014, donc mis a la disposition des futurs enseignants, et sur la base des programmes de 2008.
Le choix de I’année 2008 vient du fait qu’une expérimentation a ensuite ét¢ menée au lycée
aupres d’¢éleves de seconde ayant suivi ces programmes (qui €taient encore en vigueur au début
de D’expérimentation). La séance analysée est celle qui permet d’introduire le « em’ » et les
formules d’aire du carré et du rectangle. Lorsque le « cm’» était introduit dans une séance
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précédente indépendante, nous avons analysé les deux séances. Le choix de nous centrer sur
I’aire du rectangle vient de la volonté de regarder la fagon dont I’unité de mesure (ici le « cm’ »)
est enseignée, dans le cadre géométrique puis dans le cadre algébrique (formules) et arithmétique
(application des formules). Ainsi 1’aire du rectangle se situe entre les cadres.

La méthodologie d’analyse adoptée a consisté en 1’utilisation des dimensions a retenir, apres les
analyses préalables ; ces dimensions sont précisées en partie 2.4. Pour cela, nous avons procédé :
a une reconstruction de ce qu’il est attendu de 1’éléve, lors de trois étapes : I’étape de calcul du
nombre de centimétres-carrés dans un rectangle pavé, I’étape de la généralisation qui permet de
dégager la formule, et I’étape de I’application de la formule.

Lors de I'utilisation de la mesure du c6té du rectangle, nous avons analysé si les manuels font
expliciter par 1’¢léve (ou explicitent eux-mémes directement) le lien entre le nombre d’unités de

P 2 .
mesure de longueur sur un coté et le nombre de carreaux cm” sur une ligne ou colonne.

Pour cela, nous avons étudié les exercices donnés du début de la séance impliquant le pavage du
carré (dans le cadre géométrique) jusqu’a I’institutionnalisation de la formule dans le cadre
algébrique. Parfois, le premier exercice de la séance n’était pas sur la page du manuel mais il
¢était présent dans le livre du maitre sous la forme d’une activité de découverte ; nous 1’avons
inclus dans la reconstitution. Nous avons enfin pris en compte la phase d’institutionnalisation
dans le manuel et le livre du maitre.

Ainsi, comme le décrit Chaachoua (s. d.), nous nous sommes intéresses :

* aux taches données et aux techniques pour les réaliser,

« aux technologies, dans la perspective de reconstituer ce qui, selon I’intention des auteurs,
arriverait idéalement jusqu’a 1’¢éleve (pp. 6-7).

2. Dimensions a retenir pour I’analyse

2.1. Contexte institutionnel : programmes et séances

Nous présentons les programmes. Pour que ce soit plus concret, nous donnons un apercu

d’application des programmes a travers les séances préalables a celle que nous analysons

(portant sur I’introduction de ’unité de mesure d’aire « cm” »). Nous choisissons le manuel Pour
comprendre les maths (Hachette, 2008), car il est représentatif de la majorité des manuels.

Les programmes

Au cycle 1, les éléves sont amenés a distinguer certaines grandeurs : longueur, masse ou
contenance, par des observations directes et des tris. Au cycle 2, ils travaillent sur la taille des
collections, la longueur, la masse, la capacité, la durée, le prix. Il s’agit de prendre conscience
qu'un objet peut étre considéré selon plusieurs grandeurs. Quelques unités usuelles sont
introduites par report d’unité puis a I’aide d’instruments (Eduscol, 2016, p. 3).

Du point de vue de 1’aire, dans les programmes (Eduscol, 2008, 2016)’, il est demandé de faire
un premier travail sur le concept indépendamment de sa mesure, via des comparaisons directes
(par exemple, 1’aire de deux surfaces par découpage-recollement), puis indirectes a 1’aide d’un
outil intermédiaire (par exemple, une unité de mesure arbitraire). Dans un deuxiéme temps, il est
préconisé d’introduire la mesure de la grandeur a 1’aide d’unités de mesure standard (Eduscol,

7 On retrouve la méme approche en 2016 qu’en 2008.
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2016, pp. 2-3). Ces recommandations se basent sur une distinction entre la grandeur, la mesure
de la grandeur et I’objet dont elle est une caractéristique, en accord avec les préconisations de
Perrin-Glorian (1989-1990), comme pour les autres grandeurs.

Mesure®

Objet Gr.andeur - (mesure d.e .la grandeur dans une unité dq
(concept, propriété, caractéristique) | mesure choisie : le nombre dépend de I’unité

de mesure choisie)

Surface Aire 3cm” (nombre)
Segment Longueur 3 cem (ou 30 mm ou 0,3dm, etc.)
Solide Volume 3em’

Tableau 1 : Distinctions dans le vocabulaire concernant les grandeurs aire, longueur, volume.

Du découpage-recollement a ’unité de forme quelconque

Nous présentons D’application de ces préconisations a travers I’exemple du manuel Pour
comprendre les maths (Hachette, 2008) afin de donner un apercu, que 1I’on trouve classiquement
dans les manuels, des séances préalables a la séance qui sera analysée (I’introduction de 1’unité
de mesure « cm’» et des formules). Le manuel propose un découpage en cinq périodes’.
Conformément aux recommandations des programmes, des activités permettent d’introduire
progressivement la mesure a 1’aide de 1’unité de mesure standard :

* les auteurs proposent d’abord en période 1 des activités de découpage-recollement pour
comparer des aires directement ;

* puis la mesure est introduite en période 2, d’abord avec une unité¢ de mesure d’aire de
forme quelconque, comme ici le losange.

G L'unité est I'aire de la figure rouge w. Quelle est I'aire de chaque figure ?

Figure 2 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 138)"°

La mesure d’aire est liée a 1’addition dans un cadre unidimensionnel. L’action de mesurage est

8 11 faudrait aussi traiter le décalage avec une « mesure physicienne » comportant une indication de I’incertitude sur
cette valeur mesurée et des indications sur la manicre d’obtenir cette valeur mesurée et son incertitude.

° Période 1 : De la rentrée aux vacances de la Toussaint ;
période 2 : Des vacances de la Toussaint aux vacances de Noél ;
période 3 : Des vacances de Noél aux vacances d’Hiver ;
période 4 : Des vacances d’Hiver aux vacances de Printemps ;
période 5 : Des vacances de Printemps aux vacances d’été.

1L étalon est ici coupé en deux (figures A et B). Pour la figure C, il faut effectuer un découpage-recollement et
obtenir un carré afin de mesurer 1’aire a I’aide de I’unité « w ».
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explicite (par report d’un étalon, ici le losange). A ce stade, il n’est pas associ¢ de nombre a
I’unité de mesure d’aire elle-méme. Celle-ci existe dans le registre des figures et dans le registre
symbolique, a travers le nom qui lui est donné, souvent « u ».

Le calcul de I’aire d’une méme surface avec deux unités de mesure différentes est proposé aux
¢léves et permet explicitement la distinction du concept d’aire indépendamment du nombre
(Perrin-Glorian, 1989-1990) ; la valeur numérique de I’aire dépend d’un choix (arbitraire)
d’unité d’aire : par exemple pour I’unité de mesure « u », la mesure d’aire peut-étre « 3 u » alors
qu’elle sera différente pour une unité de mesure « u'», par exemple «300u’ »La valeur
numérique (ici « 3 » ou « 300 ») peut différer pour une méme aire.

Le manuel propose aussi des activités en période 3 concernant la distinction entre surface et aire
avec :

* introduction de figures de méme aire, ayant différentes formes ;
* un travail de mesure d’aire par encadrement ;
* des travaux visant la distinction entre aire et périmetre.

L’unité de mesure d’aire carrée

En période 4, I'unit¢ de mesure d’aire prend la forme d’un carré, souvent un carreau du
quadrillage dessiné en arriere-plan. On appellera ici « pavage » cette représentation qui permet le
compte de carrés sur la surface pour en mesurer I’aire. La encore, il est demandé d’exprimer le
nombre d’unités de mesure d’aire (de forme carrée) que I’on peut compter sur la figure (cf.
figure 3). La mesure d’aire est donc toujours liée a 1’addition, dans un cadre unidimensionnel.
L’action de mesurage est toujours perceptible (pour I’¢éleve, il faut déduire qu’il y a report d’un
¢étalon).

Reproduis cette figure sur ton cahier.

a. Quelle est I'aire de ce parallélogramme
avec l'unité u ?

b. Construis un rectangle de méme aire.

c. Construis un triangle de méme aire.

Figure 3 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 54).

L’unité de mesure d’aire centimétre carré

Dans ce manuel, le centimétre carré (cm’) est introduit comme I’aire d’un carré d’un centimétre
de c6té (ici en période 4). L’ ¢léve doit compter les unités de mesure d’aire reportables sur la
figure (des carrés) comme il le faisait juste avant, mais le carré a une aire fixe : 1 ¢m’. L unité de
mesure reste associée a 1’addition itérée, dans le cadre géométrique. Les additions qui portent sur
les nombres sont encore associées a la juxtaposition de figures.
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Compter des carreaux : de ’addition vers la multiplication

0 Trace sur ton cahier un carré de 3 cm de c6té, un carré de 5 cm de c6té
et un carré de 10 cm de coté.

a. Calcule la mesure de l'aire de chacun de ces carrés.

b. Compléte la formule qui permet de calculer c
I'aire A d'un carré de coté c:

Utilise les résultats précédents pour compléter.
1Tem?=...mm? ; 1dm?=..cm? ; 1Tm2=..dm?2 ; 1m2=..cm?

@

0 Trace sur ton cahier un rectangle de longueur L =5 cm et de largeur [ = 3 cm. L

a. Calcule la mesure de son aire.

b. Complete la formule qui permet de calculer
I'aire A d'un rectangle :

Figure 4 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 138).

Généralisation et formule

Compter ces carrcaux ameéne théoriquement 1’¢léve a utiliser la multiplication « cotéXcoté »
pour le carré et « longueur X largeur » pour le rectangle, et lui permet 1a encore théoriquement,
de dégager la formule. Nous analyserons par la suite comment les manuels amenent la

multiplication et la généralisation et la place que prend 'unité de mesure « cm’ » dans ces
étapes.

2.2. Résultats de I’analyse épistémologique

L’analyse épistémologique a conduit a dégager une liste de points d’attention dans le calcul
d’aire du carré et du rectangle. Cette perspective issue des textes historiques ameéne en effet a
considérer :

* la formule comme un algorithme avec des étapes de résolution, et des éléments en entrée
et en sortie ;

* la conception du nombre a chaque étape de cet algorithme ;

* la conception de I’'unité de mesure a chaque étape ;

* le recours éventuel au cadre géométrique, et a quelle étape du calcul d’aire ;

* le lien entre opération sur des objets géométriques et opération sur les nombres (par
exemple, le fait d’associer un nombre de carreaux a un découpage du plan ou d’associer
un nombre de reports d’étalon a un nombre) ;

* les implications du systéme non métrique sur la conception de ces objets (par exemple,
les effets du choix d’une unité de mesure d’aire comme le ¢m’, de forme toujours
carrée, liée a I'unité¢ de mesure de longueur) ;

* la place donnée a la bidimensionnalité, les éventuels implicites qui en découlent ;

* la place donnée au mesurage (par exemple, I’action explicite de report d’un étalon ou, au
contraire, la présence unique d’une multiplication).

Ce sont donc des dimensions a retenir pour analyser 1’introduction du concept d’unité de mesure
d’aire dans les manuels scolaires, a travers les tiches proposées par les auteurs des manuels.
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2.3. Résultats de la synthese de travaux en didactique

Modélisation du réel et implicites du systéme métrique

Il n’est en rien évident d’associer 1’addition des aires a la partition du plan (Pressiat, 2002,
pp. 283-284). Dans le cadre de I’aire du rectangle, on fait appel a 1’addition des aires de sous-
figures qui composent une figure (les carreaux par exemple) pour trouver son aire, ou au
découpage-recollement pour calculer I’aire d’une figure connaissant I’aire d’une autre.

Le concept d’aire tel qu’il est enseigné dans le secondaire se place dans le cadre d’une géométrie
dans laquelle on dispose d’une notion de nombre. On est assez proche de la caractérisation
axiomatique [...] La seule différence réside dans le fait que cette derniere démontre [’existence et
l'unicité d’une telle fonction, alors que dans le cadre scolaire, ces propriétés sont considérées
comme des résultats de [’expérience dont on n’a alors a prouver ni [’existence, ni [’unicité
(Pressiat, 2002, p. 287).

La justification du calcul prend pour acquis implicite une relation entre le cadre géométrique et
le cadre numérique, entre les opérations sur les figures et celle sur les nombres et les propriétés
de la fonction mesure.

Perrin-Glorian (1989-1990) pose le probléeme mathématique li¢ a la mesure. Elle explique que la
mesure d’aire associe un nombre a une « place occupée ». La question mathématique est donc
celle de la définition d’une fonction mesure ¢ de I’ensemble des surfaces planes dans IR, (auquel
on ajoute éventuellement une valeur infinie si on ne se limite pas aux surfaces bornées) qui
vérifie « de bonnes propriétés » d’additivité et d’invariance par déplacement (Perrin-Glorian,
1989-1990, p. 7). 1 ne sera pas définie partout mais sur un certain ensemble de surfaces,
I’ensemble des surfaces mesurables pour u, et cet ensemble dépendra des exigences qu’on met
sur la fonction mesure. Dans toutes ces présentations, 1’aire est soit un nombre, soit I’application
mesure elle-méme ; elle dépend du choix de ’unité.

Perrin-Glorian (1989-1990) lui donne un sens indépendant de 1’unité choisie, en termes de
classes d’équivalence obtenues (p. 10). Ainsi, méme s’il faut définir la mesure pour le faire, la
grandeur aire a sa représentation mathématique propre. On peut cependant, d’un point de vue
mathématique, donner un autre sens au mot « aire », indépendant de I’unité : si on a choisi une
surface unit¢ A et défini ’application u, correspondante, on peut définir une relation
d’équivalence R , par S R, S, si et seulement si : y, (S)=pu,(S").

A_ "2 J R,

U
\ A pour B dans 4
"N /" x(B)=p
m =u,\ B
. A(B)=1,(B)

Figure 5 : Diagramme commutatif (Perrin-Glorian, 1989-1990, p. 10).

Les classes d’équivalence obtenues ne dépendent pas du choix de A. On peut alors appeler aire 3
de B la classe d’équivalence de B pour n’importe laquelle des relations & , et définir la mesure
de I’aire B comme la mesure de n’importe laquelle des surfaces de f. On a un diagramme
commutatif. Ainsi, on peut « donner un fondement mathématique a la notion d’aire en tant que
grandeur, méme s’il faut définir au préalable la mesure pour lui donner ce fondement » (Perrin-
Glorian, 1989-1990, p. 10). L’auteur explique que ce qui intéresse les mathématiques est
I’application entre surfaces et nombres (u,) : les comparaisons de surfaces se rameénent a des
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comparaisons de nombres, les juxtapositions de surfaces a des additions de nombres, et dans ces
conditions, la considération des autres fléches peut apparaitre comme un détour inutile.

Les implicites ainsi soulevés par ces auteurs sur la relation entre le plan et la mesure pourraient
avoir deux conséquences au moins :

* une assimilation de certains objets mathématiques par les auteurs de manuels et a fortiori
les ¢éleves, faute d’explicitation de ce qui entre en jeu dans chaque cadre ; par exemple
aire et mesure d’aire, nombre, aire et surface ;

+ une relation a la justification qui soit sur ce point « mal entamée » s’il n’est pas précisé
aux ¢€léves par les auteurs de manuels que des propriétés sont utilisées pour relier
I’addition des aires a la partition du plan (et pour le moment acceptées comme vraies
puisque la démonstration n’est pas facile).

Synthése de travaux sur le sens donné au pavage

Outhred et Mitchelmore (1992) montrent que construire un pavage est une activité
problématique du point de vue cognitif. Or les éléves qui ne se représentent pas le pavage
comme constitué¢ de lignes et colonnes ne déterminent pas, ou rarement, le nombre de carreaux
par multiplication, étape clé de la généralisation de la formule. L étude porte sur les années 1 a 4
(6-7, 7-8, 8-9, 9-10 ans). Aucun des ¢leves ayant fabriqué un pavage en dessinant des carreaux
«un par un » n’avait utilisé la multiplication, alors que la majorité des éléves qui avaient dessiné
des pavages « structurés » 1’avaient utilisée (ou ont fait des regroupements). Le passage de
I’addition itérée a la multiplication n’est donc pas automatique pour tous les éleves.

De plus, seuls les éleves ayant dessiné des pavages structurés avaient mesuré les cotés du
rectangle. Mais pour autant, et cela est important, certains des éléves ayant réalisé¢ de tels
pavages n’avaient pas utilisé¢ la mesure de la longueur du coté pour déterminer le nombre de
carreaux sur un coté du rectangle. Le lien entre nombre de centimetres et nombres de carreaux

2 .
(cm”) ne sera donc pas automatique.

[...] de nombreux éleves a ce niveau, et méme au niveau 4, n’ont pu appliquer leur multiplication
et connaissances en mesure linéaire, pour déterminer [’aire du rectangle. [...] 1l est évident, par
ces resultats, que les jeunes enfants n’interpretent pas automatiquement les quadrillages par
carreaux en termes de lignes et colonnes, et que cela pourrait entraver leur apprentissage de la
mesure d’aire utilisant des diagrammes (Outhred & Mitchelmore, 1992, pp. 200-201).

Outhred et Mitchelmore (1996) s’attachent a la compréhension intuitive de la mesure d’aire
avant son enseignement. Ils réalisent leur étude sur 155 €léves de quatre écoles d’un milieu
socio-¢conomique moyen de Sydney, sur les années 1 a 4. Ils font ressortir quatre principes
fondamentaux pour 1’acquisition de la mesure d’aire :

* le rectangle doit pouvoir étre couvert sans trous ni chevauchement ;

« il doit pouvoir étre couvert par pavage de carrés ;

*le nombre d’unités selon chaque co6té doit pouvoir étre trouvé (spontanément) en
mesurant les longueurs ;

* le nombre d’unités dans une grille rectangulaire doit étre vu comme le produit du nombre
d’unités de chaque ligne et colonne.

Ils classent les stratégies des éléves en niveaux :

* niveau 1 : I’éléve ne se rend pas compte que toute la surface doit étre couverte avec des
unités identiques (trous, chevauchements, taille de 1’unité changeante) ;
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* niveau 2 : 1’¢leéve se rend compte que toute la surface doit étre couverte, mais il a des
difficultés a assurer la systématisation du recouvrement et la congruence des unités ;

* niveau 3 : la grille est construite, les unités estimées, mais 1’¢léve ne voit pas la relation
entre la taille de la grille et les longueurs des c6tés du rectangle ;

* niveau 4 : I’¢éléve voit la relation entre la taille de la grille et les longueurs de I'un des
cotés du rectangle, mais s’étant focalis¢ sur une dimension, il a des difficultés a
construire une grille correcte ;

* niveau 5 : la grille est construite, les deux cotés sont mesurés.

L’¢étude rappelle qu’un tiers seulement des éleves d’année 3 (8-9 ans) et trois quarts seulement
des ¢leves d’année 4 (9-10 ans) sont de niveau 4 ou 5. Outhred et Mitchelmore (1996) notent que
la recherche a mis 1’accent sur les principes 1 et 4 et souhaitent souligner I’importance du
principe 3 : le nombre d’unités selon chaque coté doit pouvoir étre trouvé (spontanément) en
mesurant les longueurs, principe

qui apparait avoir été complétement négligé par la littérature. Il peut sembler évident aux adultes
que les nombres dans la grille dépendent des mesures du coté, mais ce n’est clairement pas évident
pour les éleéves (Outhred & Mitchelmore, 1996, p. 94).

Ils font enfin le lien entre cette capacité et celle de mesurer a la régle. Ils montrent que la mesure
a la régle n’est pas automatiquement vue comme le compte d’un nombre d’espaces de taille 1 cm
(donnée par le nombre écrit sur la régle). Or il s’agit d’un aspect essentiel pour permettre de
relier le nombre d’unités carrées a la longueur du c6té (d’autant plus si le carré ne fait pas 1 cm
de coté). L’implication pour I’enseignement est que la mesure a la régle ne devrait pas étre
enseignée simplement comme une habilité mécanique. La régle devrait plutot étre vue comme
I’une des nombreuses fagons de résoudre ce probléme général : « comment trouver combien de
telles unités de longueur se trouvent sur une longueur donnée ? » (Outhred & Mitchelmore,
1996, p. 95).

Ainsi, plusieurs points clés sont a retenir : tous les éléves ne déterminent pas automatiquement le
nombre de carreaux d’un pavage par multiplication, le lien entre le pavage et la mesure du coté
du rectangle n’est pas automatique, la longueur elle-méme n’est pas forcément pergue comme le
report d’une unité de longueur, et le nombre d’unités de mesure d’aire selon chaque coté n’est
pas automatiquement trouvé en mesurant les longueurs.

2.4. Premier résultat : dimensions retenues pour I’analyse

Premiérement, la perspective épistémologique a conduit a s’interroger sur les unités de mesure
dans la transition entre géométrie, algébre et arithmétique. Du point de vue des registres, Duval
met en garde quant a la capacité¢ des éleves a différencier les objets de 1’une de leurs
représentations, ce qui nous engage a analyser avec précision la fagon dont les manuels
accompagnent la transition entre les cadres géométrique, arithmétique et algébrique du point de
vue de la compréhension des concepts comme ['unit¢ de mesure d’aire. La perspective
épistémologique liée a I’histoire engage a regarder le calcul d’aire comme un algorithme et a
analyser la facon dont le manuel facilite la compréhension de 1’utilisation des concepts comme
I’unité de mesure d’aire a chaque étape de 1’algorithme de calcul et dans quel cadre se situe le
calcul (géométrique avec une manipulation de figures, arithmétique avec des opérations sur les
nombres).

Deuxiemement, 1’analyse épistémologique a amené a réunir des travaux issus de différents
champs en didactique (cadres et registres, grandeurs, multiplication, bidimensionnalité,
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dépendance fonctionnelle, notions d’unité, concepts liés a la mesure, pavage). Du point de vue
du savoir de référence, nous avons souligné dans la réponse a la premicre question de recherche
que des implicites peuvent étre liés au raccourci qui consiste a s’intéresser assez directement a
I’application entre surfaces et nombres, et a assimiler sans explicitation la somme des aires des
sous-surfaces qui permettent la décomposition du rectangle (carreaux) et I’aire totale de la figure,
afin de pouvoir se ramener a des comparaisons de nombres plutdt qu’a des juxtapositions. Ceci
comporte le risque de passer sous silence I’existence d’une démontrabilité (la possibilité de relier
addition et juxtaposition) et d’induire éventuellement chez les enseignants et les éléves 1’idée que
la question ne se pose pas, En outre, si la question ne se pose pas, le risque est I’assimilation de
certains objets comme le nombre, 1’aire et la surface ; le carreau, 1’'unité de mesure d’aire et son
aire ; le nombre de carreaux, le nombre 3 dans 3 cm’ et la mesure d’aire 3 cmz, 300 mmz). Ainsi,
il faudra analyser comment les manuels précisent ou non les objets mathématiques qui entrent en
jeu et ce que devient la notion d’unité de mesure d’aire, notamment dans la perspective du
mesurage (le report explicite d’un étalon choisi pour mesurer).

Troisiémement, la perspective épistémologique interroge sur les implications de ’utilisation du
systéme métrique, notamment dans ce cadre d’une situation de bidimensionnalité qui implique
une relation entre unités de mesure de longueur et d’aire, facilitée par le systeme métrique. Or les
travaux de didactique montrent que tous les éleves ne déterminent pas automatiquement le
nombre de carreaux d’un pavage par multiplication, que le lien entre le pavage et la mesure du
coté du rectangle n’est pas automatique, que la longueur elle-méme n’est pas forcément pergue
comme le report d’une unité de longueur, et surtout que le nombre d’unités de mesure d’aire
selon chaque c6té n’est pas automatiquement trouvé en mesurant les longueurs. Les résultats de
didactique (Outhred & Mitchelmore 1994, 1996) rapportent en effet des difficultés : le lien entre
le compte des carreaux et la formule n’est pas évident, ni pour les éléves, ni pour les futurs
enseignants. La formule de I’aire du rectangle tend a étre appliquée a d’autres figures, ce qui
pourrait s’expliquer par une difficulté a lui donner du sens. L’aire serait ainsi considérée comme
« longueur X largeur » sans y associer de compréhension géométrique. La relation entre la
mesure d’aire par compte de carreaux et la mesure du c6té avec une unité de mesure de longueur
n’est pas évidente ; en particulier, I’étape qui consiste a associer la mesure de longueur a un
«nombre de carreaux sur une ligne » n’est pas explicite, pour les éleves comme pour les futurs
enseignants.

Pour récapituler, voici la liste des changements imposés par I’introduction de la formule :

Calcul d’aire avec ’unité « u »,
ayant une forme quelconque.
(losange, triangle, carré...)

Calcul d’aire avec ’unité « u », | Calcul d’aire avec ’unité « cm’ »y
ayant la forme d’un carré. ayant la forme d’un carré.

Addition itérée ou multiplication Addition itérée ou multiplication
pour trouver le nombre de carrés si | pour trouver le nombre de carrés si la

Opération Addition itérée. N . A n .
la surface s’y préte (pavage en | surface s’y préte (pavage en lignes et
lignes et colonnes). colonnes).
Symbolisme «un €+ » «U», &« +»ou« X » «em® », «cn,ou«l»et« Ly
OUTI si si le pavage est dessiné et que
c’est demandé explicitement,
Besoin de prendre en compte la NON si I’éléve choisit quand méme
mesure du coté ou de la NON NON I’addition itérée pour calculer le
longueur/largeur. nombre de carreaux.
(bidimensionnalité) NON, si le pavage n’est pas dessiné,

I’éléve est amené a utiliser les
dimensions des cOtés.

Tableau 2 : Changements imposés par l'introduction de la formule.
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Nous analysons comment ces transitions et ces distinctions sont abordées dans les manuels et si
cela donne lieu a des étapes et a des éléments d’institutionnalisation explicites.

L’introduction des formules d’aire du carré et du rectangle est donc un défi sur plusieurs points :
elle nécessite d’utiliser la multiplication plutot que 1’addition itérée. Par ailleurs, le contexte qui
était unidimensionnel (avec ’'unité de mesure d’aire liée a la surface dans le cadre géométrique)
devient bidimensionnel avec le rectangle, puisqu’il mobilise la prise en compte de la mesure de
longueur sur un c6té, pour obtenir le nombre d’unités de mesure d’aire sur une ligne ou colonne
du pavage. Ceci est possible grace aux spécificités de notre systeme métrique. De plus, la lettre
est introduite : la lettre « ¢ » pour le carré, les lettres « £ » et « L » pour la largeur et la longueur.

Dimensions retenues pour I’analyse en réponse a la premiére question de recherche :

Les dimensions analysées seront les suivantes, afin de s’intéresser a I’enseignement de ’unité de
mesure d’aire entre le cadre géométrique et les cadres arithmétique et algébrique :

* Les ¢étapes de 1’algorithme de calcul d’aire seront analysées a travers une reconstruction
de ce qu’il est attendu de 1’¢leve, lors de trois étapes : 1’étape de calcul du nombre de
centimetres-carrés dans un rectangle paveé, I’étape de la généralisation qui permet de
dégager la formule, et I’étape de I’application de la formule.

« A chaque étape du calcul, nous nous demandons, suivant les traces écrites laissées par les
manuels, comment 1’¢léve peut interpréter I’objet mathématique qui entre en jeu selon
les choix des manuels (surface, unité de mesure, nombre, longueur, aire) et quelle est
I’opération associée (addition, multiplication). Lorsque cela n’est pas explicité par le
manuel, nous le précisons également. Nous analysons particuliérement comment 1’¢léve
peut se représenter 1’unité de mesure d’aire a chaque étape, et si elle est reliée a la
notion de mesurage par report d’un étalon.

* Lors de I’utilisation de la mesure du c6té du rectangle, nous analysons si les manuels font
expliciter par 1’¢éleve (ou explicitent eux-mémes directement) le lien entre le nombre

L4 AL 2 .
d’unités de mesure de longueur sur un co6té et le nombre de carreaux cm” sur une ligne
ou colonne.

3. L’unité de mesure d’aire dans les manuels scolaires entre géométrie et
formules

3.1. Analyse de manuels scolaires

Nous analysons dans les manuels la séance d’introduction du « cm’ » et la séance d’introduction
de formules. Il s’agit d’une seule et méme séance pour ces notions, et I’introduction du « cm’ »
précede toujours I’introduction des formules. Les tableaux d’analyse détaillés sont présentés en
annexes 1 et 2. Nous présentons ici une synthése de ces analyses. Il s’agit de documenter
objectivement les solutions adoptées par les manuels et les difficultés qu’ils rencontrent dans un
cadre transmissif qui est difficile puisque I’introduction de la formule concilie le passage d’un
contexte unidimensionnel additif dans le registre des figures a un contexte bidimensionnel
multiplicatif dans les registres numérique et symbolique, le tout en un temps limité par les
besoins des programmes.

. o, 7 . 2
Introduction de ’unité de mesure d’aire cm

7 . . 2 7 . oy .
Dans la séance d’introduction du « cm” », I’unité de mesure d’aire est associée au dessin d’une
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surface de forme carrée dans tous les manuels. L’unité de mesure est aussi institutionnalisée
comme « [’aire d’un carré d’un centimétre de coté » dans 12 manuels sur les 13 analysés. Le
manuel La clé des maths, lui, choisit de 1’associer a une surface (le carré) plutdt qu’a une aire,
d’ou un choix de formulation différent : « lorsque le carré choisi a un coté de 1 cm, on ’appelle
em’ ». Un dessin accompagne cette courte institutionnalisation. Il s’agit d’un carré dont
I’intérieur est coloré et qui indique « 7 cm’ ». Seul le manuel Maths tout terrain choisit d’insister
sur le « 2 » (en exposant) dans le livre du maitre (p. 91). Ceci pourrait étre compris comme une
tentative de faire un lien, qui reste implicite, avec le centimetre.

Trois manuels seulement proposent des surfaces de formes variées a associer a la mesure d’aire
2 [ .. .
lem™. Un seul manuel utilise alors ces formes explicitement pour mesurer une aire par report
i . , . . \ 2
d’¢étalon (ce n’est pas uniquement une présentation formelle de surfaces associables a 1cm”).

Ainsi, ils font une distinction entre la mesure d’aire 1cm™ et la surface (puisque plusieurs
surfaces peuvent correspondre a cette mesure d’aire).

Le manuel J apprends les maths propose méme d’adapter la forme de 1’unité de mesure a la
surface a mesurer, afin de couvrir toute la surface.

. . . . . oy 2 . . .7 \ .
Dans I’institutionnalisation, 1’'unité de mesure cm” est donc principalement associée a une aire
dans les manuels, mais aussi a une surface (carrée) puisque seul trois manuels explorent d’autres

s 7 B 2 . . o . .y N .
formes associées a « 1 cm” ». Ainsi, I’unité de mesure d’aire est associée le plus souvent a la fois
a une aire fixe et une surface fixe. L’unité de mesure existe dans le registre des figures, et dans le

. . N , . . 2 . .
registre symbolique a travers la dénomination « 1cm”™ ». Un seul manuel essaie d’expliquer
. . 2
I’introduction de ce nouveau symbole, le « cm™ ».

. . . 2 . 14 ) .
Autres distinctions : cm” et pavage, unités de mesure de longueur et d’aire

Un travail sur la distinction entre le carreau du pavage et I'unité de mesure a été ajouté dans
4 manuels sur les 13 manuels analysés. Par exemple, un ¢m’ vaut 4 carreaux du pavage. Ceci
permet de se poser la question de I’expression du résultat de la mesure en fonction de 1’unité de
mesure choisie. Par ailleurs, au moins 2 manuels sur 13 présentent dans cette séance un travail
sur le rectangle ayant une dimension (largeur) donnée dans une unité de mesure, et 1’autre
dimension (longueur) dans une autre unité de mesure. Ceci permet de se poser la question de la
relation entre unité de mesure de longueur et unité de mesure d’aire, qui n’est alors pas
automatique.

Relations entre unités

Dans la séance étudiée, il est parfois proposé (10 manuels sur 13) un travail sur les relations
, . r o) - r 2
entre unités de mesure d’aire dans le cadre géométrique. Il s’agit de se représenter le cm™ comme

« 100mm’ ». Ce type de pavage est alors représenté géométriquement dans les dix manuels
mentionnés.
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|
4 573 du premier carré ont déj été coloriés (dans certains cas tu auras besoin des deux carrés).
1000
. % " . . 487 A
* Imagine gu’on colorie I—h de plus et calcule ;| * Imagine qu'on colorie T000 de plus et calcule
513 3 13 487
13 |
To06 * TOB =
* imagine gqu'on colorie T‘b' de plus et calcule : * Imagine qu‘on colorie +d-m et calcule
511 . 4 513
1 4 | 513 .1
T —— L. R ——
-

Figure 6 : J’apprends les maths CM2 (Retz, 2008, cahier d’activités p. 12, cité p. 72 du manuel).

Le manuel J'apprends les maths, 2008, p. 84 propose par ailleurs une séance spécifique de
travail sur les relations entre unités de mesure d’aire avec accompagnement géométrique : par

.. . . 2 2 . O
exemple une explicitation de la relation entre ¢cm”, mm"~ et fractions décimales ; ou encore des
. 2 2 2 2
relations entre cm”, mm”, dm” et m”.

& Montre une aire de 1 m? environ. Dans 1 m, combien y a-t-il de dm’ 7 Et de cn¥ 7 Et de mnv 7

* Tm—
3
Jﬂ :

1dm? )
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Le manuel Les maths a la découverte des sciences rend explicite la possibilité d’exprimer des
. r 2 2 s . . 2
fractions colorées de « cm™» en « mm” » et ainsi d’exprimer 1’aire avec des « cm™ » et des

2 2 . . .o i
«mm” » lorsque le « cm™ » devient trop grand pour tout couvrir Ainsi, le changement d’échelle
est justifié par le besoin de s’adapter a la surface a mesurer.

Contexte de mesure et ordres de grandeur

Seuls 3 manuels proposent dans cette s€éance un lien entre les unités de mesure d’aire et un
contexte concret de mesure (maison, pré, poumons...). lls proposent aussi un travail sur le choix
des ordres de grandeur a ce stade. Les auteurs du manuel Les maths a la découverte des sciences
sont par ailleurs les seuls a proposer de mesurer une aire pour répondre a un probléme concret :
avoir une idée de I’étendue de la surface des poumons. Ce manuel présente €galement une
mesure d’aire exprimée avec une unité de mesure d’aire et des sous-unités de mesure d’aire
lorsque la premiére devient trop grande pour couvrir la surface donnée (par exemple des « cm’ »

2 2 2
etdes « mm” » :3cm +4dmm”).

Dans cette séance, I'unité de mesure d’aire « cm’» est donc liée au pavage d’une surface,
presque toujours rectangulaire, mais plus rarement a un contexte concret de mesure. Les autres
unités de mesure d’aire sont mentionnées, notamment IOOmmz, mais les relations sont peu
exploitées dans le cadre géométrique. Le choix d’une unité de mesure en fonction de I’ordre de
grandeur, ou le besoin d’une unité de mesure d’aire plus petite ou plus grande pour compléter
une mesure, sont rarement abordés a ce stade. Le mesurage et la notion de report d’un étalon sont
donc assez absents de cette séance d’introduction en général. Par ailleurs, la distinction entre le

. s 2 7
carré du pavage et I'unité de mesure « cm” » n’est que rarement proposée.

Transition entre pavage et formule
Utilisation du pavage

Dans la séance d’introduction des formules d’aire pour le carré et le rectangle, le pavage est
représenté dans tous les manuels analysés. Un manuel demande a 1’¢éléve d’imaginer le pavage
sans qu’il ne soit déja dessiné.

De [’addition a la multiplication

6 manuels sur 13 explicitent le passage de I’addition itérée avec le décompte de carreaux a la
multiplication, passage nécessaire pour assurer 1’introduction de la formule. Il faut noter que
dans les manuels, le pavage a ¢été utilisé (sans la notion d’aire) lors de I’introduction de la
multiplication en CE2 (qui bénéficie d’un accompagnement par le dessin d’un rectangle pavé
5X2 par exemple, pour la multiplication de 5 par 2) et que cela nécessite de quitter 1’addition
itérée pour la multiplication des lignes par les colonnes. Cela est retravaillé ensuite chaque
année. Ce contexte explique peut-&tre pourquoi certains manuels ne choisissent pas d’expliciter
la nécessité d’utiliser la multiplication ici. Malgré tout, Outhred et Mitchelmore (1992) ont
montré que la multiplication n’était pas utilisée automatiquement par tous les éléves, certains
préférant 1’addition itérée. Or il est nécessaire de s’assurer que les ¢leves aient fait le lien avec la
multiplication, dans ce contexte précis, pour que I’étape de la généralisation qui permet de
dégager la formule ait un sens (I’éléve se rend compte qu’il peut multiplier le nombre de
carreaux sur la longueur et la largeur a chaque fois). Parfois, le choix de grandes dimensions
pour le rectangle induit le passage a la multiplication, I’addition des carreaux devenant
laborieuse. Tel est le cas dans 9 manuels sur les 13 analysés.
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Nombre de carreaux - nombre de centimetres

Outhred et Mitchelmore (1996) soulignent le fait que les ¢éléves ne font pas tous
automatiquement le lien entre le nombre de centimétres sur la longueur et le nombre de
centimétres carrés. L’explicitation de la relation entre le nombre de centimétres carrés et le
nombre de centimetres n’est assurée que dans 1 manuel sur les 13 analysés (J'apprends les
maths). Dans ce manuel, 1’utilisation d’un « pavage semi-effacé » assure le besoin pour I’¢leve
de recourir a la reégle et de mesurer la longueur pour obtenir le nombre de carreaux sur une ligne.
L’¢éléve va en effet mesurer la largeur, imaginer qu’il y a 16 carreaux du pavage sur une ligne,
mesurer la longueur, en déduire qu’il y a 12 carreaux sur une colonne, et multiplier les deux
nombres obtenus pour obtenir le nombre de carreaux qui sont des ¢m’. On lui demande ensuite
d’exprimer 1’aire en ¢m’. Dans cette phase, 1’éléve peut donc comprendre explicitement pourquoi
il est possible d’utiliser la formule, qui ici apparait plus clairement comme un raccourci : je peux
multiplier « longueur Xlargeur » parce que le nombre de centimétres me donne le nombre de
em” sur une ligne ou colonne.

Je deviens parformant

) Mesure en centimitres la longueur et la largeur de ce rectangle.

—— |
— | rE
e = |

' B Lt '

Guehe seralt Falre on cv' o un rectinghe ayant pour dimensions | L = 87 cm et = 89.m 7

Figure 8 : La grille effacée dans ) apprends les maths (2008, p. 75).

D’autres manuels se rapprochent cependant de ce travail sur le lien entre « nombre de carreaux »
a «nombre de centimétres » : il s’agit de Vivre les maths et d’EuroMaths. Ces manuels
proposent une phase de prédictions, qui nécessite I’utilisation de la formule pour connaitre 1’aire,
puis une phase de vérification des prédictions sur papier quadrillé, qui passe par le compte des
carreaux. Ainsi, les éléves qui auront utilis¢ la multiplication sur les valeurs données dans
I’énoncé seront ensuite ramenés au comptage du nombre de carreaux. Mais le passage par le
nombre d’unités de mesure de longueur n’est pas aussi explicite ici que dans le « pavage semi-

I3 . . . \ 2 .
effacé » puisque le lien entre les centimetres et le nombre de « ¢m™ » sur une ligne ou colonne
n’est pas demandé¢.

Le manuel Cap Maths propose a 1’éléve dans I’activité découverte du livre du maitre de donner,
pour une méme mesure d’aire, toutes les décompositions multiplicatives possibles ; ainsi, 1’¢leve
peut se rendre compte de I’effet des mesures de longueurs sur la mesure d’aire, le lien entre
mesure du coté et mesure d’aire est donc en partie explicité, méme s’il n’est pas précisé dans ce
cas pourquoi la mesure du co6té intervient dans la formule.

Bidimensionnalité

On constate que 2 manuels sur 13 font travailler les éleves autour des caractéristiques propres a
la bidimensionnalit¢ a ce stade. L’exercice cité ci-dessus de Cap Maths constitue une
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explicitation auprés de I’éléve des caractéristiques bidimensionnelles propres aux cas du
rectangle et du carré. Un autre manuel (La clé des maths) propose un double classement de 1’aire
et du périmétre pour plusieurs rectangles, et met en valeur la distinction aire et périmetre. Dans
les autres manuels, la distinction aire/périmétre est proposée mais en amont, avant I’introduction
2 . .. . ., ,
du cm”, et pas en lien avec le rectangle et la bidimensionnalité comme c’est le cas dans ces deux
manuels. Par exemple, il s’agit de vérifier si deux figures de périmetre différent peuvent avoir
méme aire.

Pavage et unité de mesure

N\ (4 . 2
Lorsque le pavage ne correspond pas a l’unité de mesure d’aire (par exemple, un « cm” »
correspond a 4 carreaux du quadrillage) il y a une distinction entre unit¢ de mesure d’aire et
pavage.

3 ‘ | \ G

1 em?t—t e ==

E F 4 H
Figure 9 : Unité de mesure et quadrillage, Euromaths (2008, p. 113).

Lorsque 1’unité de mesure d’aire n’est pas dessinée sur le pavage par les concepteurs du manuel
(EuroMaths), 1I’¢éléve est obligé de passer lui-méme par le quadrillage, et d’y dessiner ou
visualiser ’'unit¢ de mesure d’aire plusieurs fois. Ceci pourrait peut-&tre renforcer 1’idée de
reporter, donc 1’acte de mesurage, qui passe davantage inapergu lorsque I’éleéve se trouve face a
un quadrillage et compte des carreaux. Le manuel A portée de maths prend le parti de proposer
un pavage sur lequel sont représentées plusieurs tailles de carreaux, il faut donc choisir ce que
I’on retient comme unité de mesure d’aire. Il est probable qu’il s’agisse de faire travailler I’¢léve
sur le choix explicite d’une unit¢ de mesure d’aire, ce qui la encore, permettrait d’éviter que
I’idée de report soit oubliée au profit d’un seul compte de carreaux.

Un seul manuel (Compagnon maths) propose, lors de cette séance, que 1’éléve fasse un report
effectif de I’unité de mesure d’aire (« Cherchons ensemble »), n’ayant pas proposé de pavage
déja dessiné. Le manuel Au rythme des maths propose de recouvrir la surface (« Pour

’ I age 2
démarrer ») dans une mosaique mobilisant des carreaux mesurant « 1 cm”™ » et d’assembler des
r A < 2 r r ’ . .
carrés grace a des « cm” » représentés sous forme de carreaux (« Réactivation »).

PolR DémaRReR

Juliette et Salomé ont réalisé des mosaiques
avec des carrés de 1 cm de coté.

a. Combien de carrés ont-elles utilisés

pour chaque mosaique ?

b. Un carré de 1 cm de c6té a une aire de 1 cm?,
Donne l'aire de chaque mosaique en cm?.
Quelle opération as-tu effectuée ?

Figure 10 : Les unités de mesure a la croisée des travaux.
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Concepts associés au nombre, a la lettre et au mesurage

On constate une absence globale dans les manuels d’explicitation pour 1’éléve de la transition

. . . 2 s
entre les registres, puisque le lien entre nombre de carreaux cm” et nombre de centimetres sur un
coOté n’est pas demandé. Ceci pourrait constituer une difficulté importante.

Seul le manuel J’apprends les maths semble avoir permis une transition complete dans la
conceptualisation des objets, puisque le nombre de carreaux est explicitement li¢ au nombre de
segments mesurant 1 cm. Plutdt que d’introduire la formule, 1’étape d’institutionnalisation insiste
sur la transition, probablement pour favoriser un rappel de la situation de mesure :

o J'ai appris :

Quand je cherche ['aire d’un rectangle, plutot que de le quadriller, je peux mesurer sa longueur
et sa largeur et multiplier les deux nombres obtenus. [...] (J apprends les maths, 2008).

Dans les autres manuels, lorsque I’introduction de la lettre, avec « cXc» ou « {XL » ne

s’appuie pas sur un lien explicite entre nombre de carreaux cm’ et nombre de centimétres sur un
coté, il n’y a donc pas de proposition de transition entre les cadres géométrique et numérique ou
algeébrique. La lettre « ¢ » de la formule « ¢ X ¢ » est-elle liée pour I’éléve au nombre de carreaux
sur une ligne, ou bien au nombre d’unités de mesure de longueur (centimétres), ou encore au
« cOté » en général sans que ce soit clair pour 1’¢leve ? La lettre désigne-t-elle pour lui la valeur
numérique issue de la longueur (« 3 » de « 3 cm » par exemple), ou la mesure entiere de la
longueur (« 3 ¢m » par exemple), ou encore un nombre de carreaux (3 par exemple) ?

De plus, dans les manuels, les trois formes suivantes ont été observées dans le cadre
(arithmétique) de I’application de la formule :

«3cem x3em=9cm’ ;
«3x3=9cm’;
3 x3=9, donc Iaire est 9 cm’.

Ainsi, 'unité de mesure peut se retrouver incluse dans une notation multiplicative. On peut se
demander ce que les éléves se représentent derriere le « 3 », le « 3 cm », et la multiplication. Par
exemple, dans le premier cas, imaginent-ils que 1’on peut « multiplier des centimétres par des
centimetres » ?

Outhred et Mitchelmore (1996) montrent que le lien entre le dénombrement des carreaux et la
formule n’est pas évident. La formule de ’aire du rectangle tend a étre appliquée par les €leves a
d’autres figures, ce qui pourrait s’expliquer par une difficulté a lui donner du sens. L’aire serait
ainsi considérée comme « longueur Xlargeur » sans y associer de compréhension géométrique,
notamment 1’idée de report d’une unité de mesure d’aire.

La relation entre la mesure d’aire qui consiste a dénombrer le nombre de « cm’ » et la mesure du
cOté avec une unit¢ de mesure de longueur comme le centimétre n’est pas évidente. En
particulier 1’étape qui consiste a associer la mesure de longueur a un nombre de carreaux sur une
ligne n’est pas explicitée pour les éleves. Nous faisons I’hypothese qu’il s’agit d’une étape clé
pour que les éleves puissent donner un sens a la formule et se souvenir de I’explication
géométrique.

\

De plus, les auteurs de manuels scolaires semblent contraints a concilier en deux séances
I’introduction de la formule, avec le passage d’un contexte unidimensionnel additif dans le cadre
géométrique et un contexte bidimensionnel multiplicatif dans les cadres numérique et algébrique.
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3.2. Résultats : conclusions de I’analyse

. . . 2
Conclusion concernant l’introduction des cm™ dans les manuels

Les conceptions associées a 1’unité de mesure pour chacune de ces étapes sont récapitulées ci-
dessous. Au début, I'unité de mesure d’aire existe comme un étalon (unité¢ de mesure que 1’on
reporte dans le cadre géométrique), par sa forme dans le registre des figures et, dans le registre
symbolique, & travers le nom qui lui est donné, souvent « u». Le « cm’» est généralement
amené ensuite sous la forme du carré, qui correspond généralement au carreau du pavage. Au
départ, le carré étalon porte le nom « u » pour faire une transition avec le travail précédent sur le
choix d’une unité¢ de mesure quelconque. La encore, il est demandé d’exprimer le nombre
d’unités d’aire (carreaux) que I’on peut dénombrer sur la figure. La mesure d’aire est donc
toujours liée a 1’addition dans un cadre unidimensionnel. L’action de mesurage est toujours
explicite (report d’un étalon). Enfin, le « em’ » est introduit et associé & I’addition itérée. L’éléve
peut ainsi exprimer « 3 u» ou « 3¢m’ » pour une mesure d’aire. Il existe un paralléle possible
pour 1’¢éléve entre le report d’un carré cm” dans le registre géométrique et 1’addition.

Cette addition est par ailleurs associée, dans le registre symbolique, au fait d’apposer « cm’» A
coté du chiffre (« 3 » ici). Ainsi, plusieurs raccourcis se produisent ici. De plus, I'unité de mesure
étant représentée par le carré étalon de coté « 1 cm», le systtme métrique entre en jeu
implicitement dans sa conception.

Calcul d’aire avec Punité « cm’ »
ayant la forme d’un carré.

Calcul d’aire avec I’unité « u »
ayant la forme d’un carré.

Calcul d’aire avec I’unité « u »
ayant une forme quelconque.

Forme fixe

Dans certains cas, une autre forme
est aussi introduite, puis

Forme fixe. .
abandonnée.

Surface, forme. Peut en avoir plusieurs.
Généralement, elle ne sert pas de

report effectif.

Aire.

N’a pas besoin d’étre prise en
compte par 1’éléve, mais implique
généralement une forme fixe.

N’a pas besoin d’étre prise en
compte par 1’éléve, mais implique
généralement une forme fixe.

Prise en compte.

Nombre associé a I’unité de
mesure.

Non donné.

Non donné.

Imposé (1 cm?).

Opération associée
(registre numérique).

Addition.

Addition
ou multiplication.

Addition
puis multiplication.

Opération
dans le registre des figures.

Juxtaposition, dénombrement de
surfaces de forme donnée.

Juxtaposition, dénombrement de
surfaces de forme donnée.

Dénombrement de surfaces de
forme donnée,
puis
dénombrement des unités de
mesure de longueur.

Bidimensionnalité
de I’unité de mesure.

Non prise en compte par les éléves
(a priori).

Non prise en compte par les éléves
(a priori).

Prise en compte implicitement
(le carré de coté 1 cm).

Tableau 3 : Changements conceptuels liés a ['unité de mesure.

Lorsque I'unit¢ de mesure d’aire conventionnelle (le cmz) est introduite, les efforts faits sur
I’apprentissage de I’aire indépendamment de la surface et du nombre dans le contexte de la
mesure semblent un peu mis de coté puisque la formule remplace petit a petit 1’'usage de la
géométrie, et qu’il n’est pas généralement proposé d’explicitation du lien entre la multiplication
des longueurs et le pavage qui est 1i¢ au décompte d’unités de mesure cm’.
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Par ailleurs, le « cm’ » est associé au carré dans tous les manuels et présenté comme une aire
dans 12 manuels sur les 13 analysés. Il n’est généralement pas proposé de travail spécifique pour
distinguer les notions de surface/aire/nombre pour I'unité de mesure, ni pour adapter la forme de
I’unité pour mesurer (trois manuels proposent des formes variées pour représenter la mesure

. 2 iy ..
d’aire 1 ¢m”, un seul manuel utilise alors ces formes explicitement pour mesurer).

1.cm? (on dit « 1 centimétre carré ») : ] oo 3
« c'est I'aire d'un carré de 1 cm de coté

E . 1¢cm

{  sCestaussicelle *ou de cet autre o c’est aussi celle

! de ce rectangle rectangle de ce triangle

;

s  EEE o A=
2cm acm 2cm vy

Figure 11 : J’apprends les maths CM2 (Retz, 2008, p. 69).

. . . 2 .
Les diverses introductions du « cm” » posent de nouvelles questions :

* Faut-il enseigner la relation de ’'unit¢ de mesure aux dimensions de la figure ou bien la

relation de 'unité aux sous-unités ? En effet, au moins 11 manuels sur 13 1’abordent,

. . 2 2 :

mais seulement pour la relation entre ¢cm™ et 100 mm~. Un manuel propose un travail
spécifique sur les relations entre unités dans le cadre géométrique.

* Faut-il aborder I’utilisation de 1’unité d’aire indépendamment de 1’unité de longueur pour
mesurer des surfaces réelles (par exemple la surface de la cour, avec un drap) ?

* Est-il intéressant de traiter le cas de 1’aire dont la valeur serait comprise entre deux
unités/sous-unités standard ?

Il est manifeste que I'unité de mesure d’aire conventionnelle doive, lors de son introduction, étre
considérée comme un objet d’apprentissage. Cet apprentissage a, de fait, été¢ 1’objet de décisions
diverses dans les manuels (comme par exemple le fait d’aborder la distinction entre unité de
mesure d’aire cm” et quadrillage, dans 4 manuels sur 13), et rares sont les manuels qui s’attardent
sur cette question du cm’, alors que des efforts importants sont faits pour construire la notion
d’aire indépendamment de la mesure et distinguer surface, aire et périmeétre, dans les séances et
années précédentes.

Conclusions concernant ’algorithme, le mesurage et la transition vers le symbolisme dans les
manuels

L’introduction des formules d’aire du carré et du rectangle se fait dans un cadre nouveau. Il
s’agit en effet de dénombrer le nombre d’unités de mesure de longueur (sur un coté) et d’utiliser
la multiplication. Le cadre qui était unidimensionnel (avec I’utilisation de 1’unité de mesure
d’aire comme surface en deux dimensions (2D)) devient bidimensionnel (avec la prise en compte
de la mesure de longueur qui permet d’obtenir une mesure d’aire). L’addition itérée, liée a un
dénombrement de surfaces étalon de forme fixe choisie, est remplacée par la multiplication pour

obtenir le nombre de cm” sur une ligne du pavage.

De plus, la lettre est introduite : la lettre « ¢ » pour le co6té du carré, les lettres « £ » et « L » pour
la largeur et la longueur du rectangle. Voici les points sur lesquels les manuels se sont
positionnés ou, a I’inverse, sont restés dans I’implicite.
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L’opération dans [’algorithme de calcul et la transition intercadres

Le passage du dénombrement de carreaux (par addition itérée) a la multiplication, dans le cadre
géométrique, peut étre plus ou moins explicite (6 manuels sur 13). Le choix des dimensions du
rectangle (entieéres ou non) a des effets sur les procédures adoptées par les éleves (9 manuels sur
13).

L’objet sur lequel [’algorithme opere

Le nombre (ou la lettre) peut représenter : le carré du pavage, le centimétre, le segment, le coté...
Cet aspect est généralement implicite.

La transition : pourquoi mesurer la longueur du coté du rectangle (ou du carré) ?

L’explicitation de la relation entre le nombre de carreaux et le nombre de centimétres peut étre
faite, notamment avec la « grille effacée » (1 manuel sur 13). Seuls 4 manuels sur 13 proposent
en effet de travailler sur la relation entre mesure d’aire et mesure des dimensions du rectangle ou
du carré. Or si la transition n’est pas accompagnée, il est possible que I’idée de report d’un
« cm” » pour mesurer dans le cadre géométrique (pavage), soit remplacée par ’idée erronée
d’une construction du « cm’ » par la « multiplication du centimetre » (cmXcmzcmz) qui n’a pas
de réalité géométrique.

La place du mesurage

Si la transition entre addition et multiplication est favorisée, il est probable que I’¢léve retienne
qu’au lieu d’additionner les unités de mesure d’aire « u », il soit possible, dans le cas du carré et
du rectangle, de multiplier directement pour en connaitre le nombre total. Ensuite, si le lien entre
le nombre de « ¢m” » sur un coté et la mesure de la longueur du c6té n’est pas favorisé, il est
probable que 1’¢éléve remplace la conception du mesurage par report d’un étalon par un théoréme
en acte du type « la multiplication longueur Xlargeur permet de fabriquer le rectangle » (par
addition de lignes qui feraient une surface), qui n’a pas ici de réalité géométrique. La place
qu’aura le mesurage pour I’¢léve a I’issue de I’introduction des formules dépend donc surement
de I’explicitation de ces deux étapes.

Interprétation des difficultés connues au regard des ces analyses
Perrin-Glorian (1989-1990) mentionne quelques erreurs fréquentes des éléves :

* la difficulté a exprimer I’aire d’une surface qui ne peut étre pavée par des carrés ;
* les difficultés a distinguer aire et surface, aire et périmetre ;

* I'utilisation de formules inadaptées sur des surfaces comme le parallélogramme ou le
triangle (p. 31 ; voir aussi Rogalski-Muret, 1984, p. 14).

Outhred et Mitchelmore (1996) font un état des lieux de plusieurs erreurs courantes. Ils
rappellent que le concept d’aire est mal compris entre sept et onze ans (D. Bell et al., 1975), de
méme que dans I’enseignement secondaire (Clements & Ellerton, 1995). Ils citent :

* Simon et Blume (1994) qui ont indiqué que bien que les futurs enseignants dans leur
étude aient répondu aux problémes de ’aire en multipliant, leur choix d’opération était
souvent le résultat de I’apprentissage d’une procédure ou d’une formule pour I’aire d’un
rectangle plutot que le résultat d’un solide lien conceptuel entre leurs compréhensions
de la relation entre 1’aire et la mesure de longueur du c6té ;

* Tierney et al. (1990), qui ont observé que de nombreux futurs enseignants confondent
I’aire et le périmetre, appliquent la formule pour trouver I’aire du rectangle aux figures
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planes autres que les rectangles, considérent 1’aire comme « longueur Xlargeur »,
utilisent des lignes pour le report, plutoét que des carrés, et assimilent les changements
relatifs aux dimensions linéaires a des changements d’aire (par exemple, de nombreux
étudiants pensaient que si les longueurs des cotés d’un carré étaient doublées, cela
pourrait étre le cas de son aire).

Les difficultés a faire des liens entre les cadres sont confirmées par des travaux :

On s’entend généralement a dire que les difficultés des enfants a I’égard des concepts d’aire de
surfaces rectangulaires sont attribuables, en partie, a ’accent mis sur la formule, et que si les
enfants ne comprennent pas la signification de partitionner des surfaces en carrés unité
(carreaux), toute tentative d’enseigner des procédures pour calculer des zones sera au mieux
apprise par ceeur (Carpenter et al., 1975).

Des études montrent que les éléves ne saisissaient pas la relation entre les activités concretes
consistant a couvrir des figures rectangulaires et la formule de I’aire du rectangle (Hart, 1987).
Les éléves peuvent aussi se montrer capables de trouver le nombre de carrés qui couvrent une
forme, mais ne réalisent pas qu’ils en calculent I’aire (Bell ef al., 1983). Simon et Blume (1994)
ont enfin indiqué que le lien entre les dimensions linéaires et la surface rectangulaire était
difficile pour les futurs enseignants. Ils disent que s’il est effectivement possible pour eux :

1) de mobiliser la grille,
2) de voir le total de carreaux comme le résultat a obtenir pour mesurer 1’aire,

I’étape 3), qui consiste & comprendre comment les mesures linéaires déterminent la taille de la
grille, leur est nécessaire et difficile.

Nous avons mentionné deux étapes pour que les éléves puissent donner du sens aux formules de
calcul d’aire du carré et du rectangle et qu’ils fassent potentiellement moins d’erreurs :

1. expliciter la transition entre addition itérée et multiplication dans le dénombrement des
cm’” dans le cadre géométrique (pavage) ;

.. . AL 2 .
2. expliciter le lien entre la mesure du c6té et le nombre de c¢m™ sur une ligne.

L’enseignement des formules d’aire du carré et du rectangle, en lien avec I’introduction de
I’unité de mesure d’aire standard cm’, combine un ensemble de concepts complexes (notion
d’aire, notion d’unité de mesure d’aire quelconque, introduction du cm’, passage de 1’addition a
la multiplication, généralisation, introduction de la lettre, transition entre géométrie et formules
et transition entre un cadre unidimensionnel et un cadre bidimensionnel) que les manuels
réalisent en deux a trois séances, un temps qui semble bien trop restreint et refléte probablement
les contraintes institutionnelles liées aux programmes. Par ailleurs, les relations du systéme
métrique pour les unités d’aire sont aussi abordées.

Les éléves qui savent utiliser la formule ont-ils pour autant acquis une représentation correcte
des objets mathématiques concernés dans tous les registres ? Si ce n’est pas le cas, il faudra se
demander si le controle du sens présenté par Duval, qui pourrait étre favorisé par I’introduction
de la formule par un compte des carreaux, est possible pour les éléves.

Voici quelques éléments a retenir dans la perspective d’une future ingénierie :

* la grille effacée (J apprends les maths) semble étre un ¢lément de choix pour favoriser la
transition intercadres et assurer une cohérence dans la représentation des objets
mathématiques en jeu ;

il serait probablement intéressant de travailler davantage avec les éléves sur la
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construction de I’unit¢ de mesure d’aire indépendamment de 1’unit¢ de mesure de
longueur', peut-étre méme sur les distinctions surface/aire/nombre pour 1’unité de
mesure elle-méme'? et sur les relations métriques entre unités de mesure dans le cadre
géométrique ;

* il semble ici important de continuer a pousser I’enseignement des unités de mesure de
longueur par report, dans la construction a la régle au cycle 2. C’est une étape qui
semble clé pour pouvoir donner du sens a la mesure d’aire du rectangle. En effet, il est
nécessaire que les éléves pergoivent la possibilité de reporter les unités de mesure de
longueur pour pouvoir imaginer les reports successifs de centimeétres et ainsi les associer
aux reports successifs de cm’ sur un coté du pavage.

LES GRANDEURS AU CYCLE 2

| Introduction des unités de mesure |

=

Exemple
Création d’une régle graduée a
partir d’'une unité pour
mesurer un segment

La mesure de longueur de ma bande verte est comprise entre
3 unités et 4 unités

Figure 12 : Extrait d 'une présentation de formation de l’Inspé de Paris.

* Enfin, nombreuses sont les propositions de Perrin-Glorian (1989-1990) qui n’ont pas été
retrouvées dans les manuels scolaires et nous semblent contribuer a donner du sens au
mesurage et au cm’, prendre conscience des effets de la bidimensionnalité et faire du
lien entre géométrie et formules, comme par exemple :

» détacher la mesure du pavage, travailler sur différents pavages possibles pour une méme
surface ;

= utiliser un tableau permettant d’exprimer le fait que toute aire mesurée avec une unité « u »
peut étre exprimée avec n’importe quelle unité en relation avec « u » ;

= travailler la relation entre aire et dimensions des cotés en fonction du pavage mis a
disposition, et la variation de ’aire du rectangle en fonction des cotés ;

= pointer les différences et les relations entre aires et longueurs, travailler la relation entre
dimensions du rectangle et aire, I’agrandissement du rectangle ;

: . N . Ao 1 . -
= donner des consignes visant a éviter 1’erreur « un carré de coté S em est un demi centimétre

r r . 2 AL
carré » ; et « un parallélogramme d’aire 1¢m” a tous ses cOtés de longueur 1 c¢m ».

\

L’analyse épistémologique nous a conduits a rapprocher plusieurs champs de travaux en
didactique autour de 1’unité de mesure dans les situations multiplicatives. Il semble qu’étudier

! Par exemple, avec le report effectif d’unités de mesure d’aire (par exemple un drap dans la cour), un travail sur les
contextes pratiques de calcul d’aire (voir Les maths a la découverte des sciences) ainsi que sur les ordres de
grandeur.

12 Par exemple, utiliser les différentes formes de I’unité de mesure standard pour mesurer, introduire un vocabulaire
spécifique : étalon (pour la forme)/unité d’aire (pour D’aire standard choisie qui peut prendre plusieurs
formes)/unité de mesure pour le nombre 1c¢m” qui peut étre aussi exprimé différemment, par exemple 100 mm’.
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I’'unité de mesure en tant qu’objet central en didactique, dans les différents cadres et dans
I’optique de favoriser les transitions, est une perspective particulierement intéressante. Les
travaux sur le savoir de référence a transposer concernant la mesure et le choix du systeme
métrique soulignent de plus a quel point 1’assimilation des objets est possible et créatrice
d’implicites pour ’enseignement. Par ailleurs, la question de I’enseignement des unités de
mesure peut étre mise en lien plus généralement avec I’enseignement de la dépendance
fonctionnelle (c’est-a-dire des relations de dépendance des variables impliquées dans une
formule) et de réductionnisme dimensionnel (Viennot, 1992, 1996). Elle engage en effet a penser
le moment de I’introduction des régles du raisonnement sur plusieurs variables, en lien avec un
angle d’étude fonctionnel et non uniquement numérique (Viennot, 1992).

A propos de quel chapitre va-t-on décider de prendre du temps pour expliciter et travailler les
regles du raisonnement sur plusieurs variables ? Quand rassemblera-t-on les principes qui
président a ’analyse quasi-statique des systemes, lorsque ceux-ci sont étudiés ici ou la selon les
concepts qu’ils mettent en jeu ? Plus simplement, quand développera-t-on [’aptitude a considérer
un résultat sous 1’angle fonctionnel et non seulement sous [’angle numérique ? Cela suppose une
détermination explicite et a longue échéance, puisque ce sont principalement des contenus
spécifiques qui sont mentionnés dans nos livres d’enseignement, et qu’un objectif en termes
d’aptitude de raisonnement peut sembler a priori décourageant, et d’une efficacité diffuse. Mais,
pour qui adopte ces objectifs, des pistes d’action existent, méme a propos de contenus tout a fait
élementaires : on peut commencer a travailler les dépendances multifonctionnelles des qu’on
connait ’expression de la surface d’'un rectangle. Et les enjeux correspondants sont d’une
importance qui se passe de commentaires (Viennot, 1992, pp. 139-140).

Il semble donc particulierement important d’engager une réflexion collective sur 1’enseignement
progressif de I’'unité de mesure et de ses notations lorsque celle-ci est impliquée dans le cadre
des équations aux dimensions, sur plusieurs niveaux d’enseignement, tout en favorisant les
transitions intercadres entre géométrie, arithmétique et algebre.

Conclusion

Nous avons analysé la facon dont le « cm’” » est introduit dans les manuels de CM2. Nous nous
sommes pour cela appuyés sur une analyse épistémologique d’exercices mathématiques
historiques mobilisant des systémes non métriques, sur une analyse des programmes actuels ainsi
que sur une synthése de travaux en didactique concernant le savoir a transposer. Nous avons
ainsi constitué une grille d’analyse des manuels, ce qui constitue la réponse a notre premicre
question de recherche.

En analysant des manuels de CM2 selon ces dimensions identifiées, nous avons observé qu’il
existe une certaine homogénéité¢ dans I’introduction générale de la notion d’aire, qui répond aux
demandes de plusieurs travaux en didactique, notamment autour des distinctions entre surface,
aire et périmetre. Les recommandations institutionnelles d’introduire d’abord I’aire sans la
mesure sont aussi respectées. En revanche, l’introduction de 1’unité de mesure d’aire

. 2 . . .,
conventionnelle (le cm”) semble moins uniformisée.

Premicérement, la transition entre addition itérée et multiplication pour le compte des em” du
pavage du rectangle n’est pas toujours explicitement demandée. La multiplication est pourtant
nécessaire pour la généralisation et I'introduction de la formule. Deuxiémement, 1’unité de
mesure cm’ est généralement présentée comme I’aire d’un carré d’un centimétre de coté. On
constate alors une grande inhomogénéité : certains manuels vont insister sur des aspects comme
la présentation d’autres formes possibles pour le cm’ (en faisant ainsi une distinction aire et
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surface pour 'unit¢é de mesure elle-méme), le calcul avec des sous-unités de mesure ou
I’utilisation du calcul d’aire dans une situation de probléme de la vie courante, alors que d’autres
ne mentionnent que le pavage du rectangle dont les dimensions sont elles aussi, inhomogeénes.

Seuls trois manuels aménent 1’éléve  faire le lien entre le nombre de cm” du c6té du rectangle et
le nombre de centimétres, explicitant ainsi le lien entre la mesure du coté et le pavage, ce qui
permet de comprendre la formule. Ce résultat nous amene a faire I’hypothése que les éléves
risquent de ne pas donner du sens a la lettre dans la formule ou d’oublier la notion de mesurage
liée au pavage, au profit de représentations géométriques erronées. Cela rejoint le constat de
difficultés d’éléves a donner du sens aux formules d’aire du rectangle et du carré et a ne pas
généraliser leur utilisation sur d’autres figures comme le triangle.

L’¢tude réalisée montre ainsi que la question de I'unité de mesure dans les transitions entre
géométrie et formules est un enjeu important de I’enseignement a tous les niveaux. De nouvelles
questions se posent sur 1’articulation des recherches en didactique autour de I'unité de mesure,
dans la perspective d’une progression multiniveaux et intercadres, favorisant les liens entre
I’enseignement des mathématiques et de la physique.
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Manuels de CM2 analysés

Pour comprendre les mathématiques CM2
* Manuel de I’¢léve :
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Nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.
Auteurs : J.-P. Blanc, P. Bramand, P. Debd, J. Gély, E. Lafont, D. Peynichou & A. Vargas.
Edition n° 4, dépot : 2012, Hachette livre 2008.
* Livre du maitre :
« Guide pédagogique », nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.
Edition n° 2, dépot : 2011, Hachette livre 2008.

Euro Maths CM2

* Manuel de I’¢éléve + aide-mémoire :
Nouvelle édition programmes 2008, Hatier.
Auteurs : M-L. Peltier, J. Briand, B. Ngono & D. Vergnes.
Edition n° 1, dépot : 2012, Hatier 2009.

* Livre du maitre :
« Livre du professeur », nouvelle édition programmes 2008, Hatier.
Edition n° 1, dépot : 2012, Hatier 2009.

J’apprends les maths CM2
* Manuel de I’¢léve :
Nouvelle édition programmes 2008, Retz.
Auteurs : R. Brissiaud (dir.), P. Clerc, F. Leliévre & A. Ouzoulias.
Edition n° 3, dépét : 2010 (présente édition), Retz 2007 (premiére édition).
* Livre du maitre :
« Livre du maitre », nouvelle édition programmes 2008, Retz.
Edition n° 3, dépot : 2010 (présente édition).
Vivre les maths CM2
* Manuel de I’¢leéve :
Nouvelle édition programmes 2008, Nathan.
Auteurs : L. Corrieu (dir.), J. Jardy, L. Rouy.
Nathan 2009.
* Livre du maitre :
« Livre du maitre », nouvelle édition programmes 2008, Nathan.
Dépot : 2010, Nathan 2009.

La clé des maths CM2
* Manuel de I’¢leéve :
Nouvelle édition programmes 2008, Belin.
Auteurs : G. Champeyrache (dir.) & C. Evanno.
Belin 2011.
* Livre du maitre :

« Guide pédagogique », nouvelle édition programmes 2008.
Belin, dépot : 2012, Belin 2011.
Compagnon Maths CM?2

* Manuel de I’¢éléve :
Nouvelle édition programmes 2008, Sedrap.
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Auteurs :  S.Boéche (dir.), R.Delpeuch (dir.), G. Vinrich (conseil scientifique),
C. Hermardinquer, L. Doublein & A. Galy (illustrateur).

Edition n° 1, dépot : 2008, Sedrap 2008.
* Livre du maitre :

« Le guide de I’enseignant », Sedrap.

Auteur : Y. Mole.

Dépot : 2008, Sedrap 2008.

Au rythme des maths CM?2
* Manuel de I’¢éléve :
Nouvelle édition programmes 2008, Bordas.
Auteurs : J. Hélayel & C. Fournié.
Bordas 2010.
* Livre du maitre :

« Livre du maitre », nouvelle édition programmes 2008, Bordas.
Bordas 2010.

Maths tout terrain CM?2
* Manuel de I’¢leve :
Nouvelle édition programmes 2008, Bordas.
Auteurs : A. Errera (dir.) & X. Amouyal.
* Livre du maitre :

« Livre du maitre », nouvelle édition programmes 2008, Bordas.
Dépot : 2012, Bordas 2012.

Maths collection Thévenet CM?2
* Manuel de I’éléve :

Nouvelle édition programmes 2008, Bordas.

Auteurs : S. Thévenet (dir.), F. Bourhis-Lainé, A. Debailleul, J. Hélayel, E. Lenoir, G. Tréve
& J.-F. Vincent.

* Livre du maitre :

« Livre du maitre », nouvelle édition programmes 2008, Bordas.
Dépot : 2011, Bordas 2009.

A portée de maths CM2

* Manuel de I’¢leve :
Nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.
Auteurs : R. Meunier, A. Caloudis, J. Leclec’h-Lucas, J.-C. Lucas, L. Meunier.
Hachette Livre 2008.

* Livre du maitre :
« Guide pédagogique », nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.
Hachette Livre 2009.

Petit phare CM?2
* Manuel de I’¢léve :
Nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.
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Auteur : R. Brault, C. Ribanier & N.Roques.
* Livre du maitre :

« Guide du professeur », nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education.

Hachette Livre 2010.

Cap Maths CM2
* Manuel de I’¢leéve :
Nouvelle édition programmes 2008, Hatier.
Auteur : R. Charnay (dir.), G. Combier, M.-P. Dussuc & D. Madier.
* Livre du maitre :

« Guide de I’enseignant », nouvelle édition programmes 2008, Hatier.
Hatier 2010.

Les maths a la decouverte des sciences CM?2
* Manuel de I’éleve :

Nouvelle édition programmes 2008, Hachette Education - les ateliers hachette.

Auteurs : M. Antoine, O. Burger, S. Conneau, J. Guichard.
Hachette Livre 2008.

* Livre du maitre :
« Guide pédagogique », Hachette Education, Hachette Livre 2009.
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Annexes

Tableaux d’analyse des manuels

r . . r . 2
1. Présentation de ’unité de mesure d’aire cm

N p
Manuel Carré 1;;1': g”:lgec:;:g 2)::;2 Autre association
X
Compagnon maths X (un carré de coté 1 cm
a une aire de 1cm?).
Petit phare X X Surface colorée.
Travail sur le cm” (grille de mm”).
Vivre les maths X X Tétris.
Travail sur le dm’ (grille de cm?).
Surface colorée en rose bordée de bleu.
Maths tout terrain X X
La maison.
X
Travail sur le dm” : « on peut faire dessiner ce carré en
Au rythme des maths X (un carré de cotze Lem matérialisant les cm ».
aune airel cm” de).
X

La clé des maths

(Lorsque le carré
choisi a un coté de
1 ¢m, on I’appelle

Surface colorée (mais le carré et le rectangle le sont aussi).
Travail sur le dm’ (grille de cm®).

cm’®).
Pour comprendre les X X Travail sur le cm” (grille de mm®).
maths Mesure de surface pour : maison, logement, terrain, pays.
1 cm” vaut 4 carreaux du quadrillage.
EuroMaths X X Trav'ail sur le cimz (grille de cm®) et explicitation en terme de
fraction de dm”.
Lien découpage-recollement et mesure en cm’.
Adaptation a la figure dont ) o s .
L’aire de plusicurs ’aire est & mesurer T?avazlt c?xphc1tte surrleA mm fiavecAune trans(lit’lont entre CadreA
Japprends les maths X figures (dont I’aire (p. 69, p. 72). t(g;o;rélg rique et numérique), de méme pour d’autres conversions
2 . 84).
mesure 1cm”). i i .
) Divers rectmgles, triangle, |1 ¢ vaut 4 carreaux du quadrillage.
tétris.
, 1 cm” vaut 4 carreaux du quadrillage.
Maths Thévenet X X om vau uxz " qzu 2 by 2
Relation (figures) cm™/dm” et m”/dm".
Le cm? est lui -méme décomposé en mm’.
5 Expression de mesures d’aire en mm” et en cm’.
Maths-Sciences X X Fractions de cm” exprlzmées Expression d’une mesure d’aire comp0§ée en mm’ et en cm’.
en nombre de mm". La peau du ver de terre, le pré, les parois des poumons.
Rectangle exprimé en centimetres (largeur) et décimetres
(longueur).
X
Cap Math Le carré de coté X L’¢léve construit 4 surfaces |Rectangle exprimé en centimétres (largeur) et métres (longueur).
ap Maths . *ai o . . e
P 1 sz et d’aire (2¢ étape). d’aire 1cm’. Relations avec le mm?® travaillées plus tard (p. 116).
Lem” est pris pour
unité d’aire.
X

A portée de maths

L’aire d’un carré
d’1 em de coté
2
mesure 1cm”.

100 mm®.

Tableau 4 : Introduction de ['unité de mesure d’aire cm’ dans les manuels.
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2. Introduction de la formule

Compagnon maths

Il est demandé (« Cherchons ensemble ») de découper un carré d’un centimétre de coté et de
compter le nombre de carrés qui permettent de recouvrir « entierement la figure ». Le carré, le
rectangle et le triangle rectangle sont donnés (non remplis). Le livre du maitre ne donne pas
d’indications supplémentaires. I1 est possible qu’il soit attendu de 1’¢léve de faire des marques.
Peut-étre est-il attendu, au contraire, I’utilisation de la multiplication aprés avoir reporté 1’étalon
sur un cote.

Petit phare

Il est demandé de donner I’aire du rectangle qui a été quadrillé par I’éléve (« Je revois »).
Ensuite, un rectangle de dimensions 9 ¢m de longueur et 6,5 cm de largeur est donné (« Je
découvre »). Le produit est demandé dans un second temps. L’¢leve doit remarquer qu’il a
trouvé « la méme chose ».

Vivre les maths

Il est demandé¢ dans ’activité préparatoire du livre du maitre de mesurer 1’aire de rectangles et de
carrés dans I’unité carreau. Il est demandé d’expliciter les stratégies :

* de dénombrement ;
* de multiplication.

A ce stade, il est demandé de commencer a dégager les formules.

Ensuite, un rectangle de dimensions 18cmX8cm est donné sur papier non quadrillé. Les
procédures sont confrontées, puis il est proposé de superposer du papier quadrillé pour vérifier.
Maths tout terrain

Il est demand¢ a 1’¢leve (« Je comprends » et « je m’entraine ») de compter les carreaux d’une
rangée. La multiplication et la formule sont ainsi introduites. En haut de la page suivante (« Je

. . . . R . . - 2
comprends »), est introduite I'unité de mesure d’aire. Il est écrit six fois la mention « 1cm™ »
. 2 . A r
dans un rectangle ayant pour mesure d’aire 6¢m”. Dans le livre du maitre (« Séquence 1 »),

’accent est mis sur la multiplication par rapport a I’addition itérée.
Au rythme des maths

Il est demandé dans I’activité préparatoire (« Activités préliminaires ») du livre du maitre de
paver des figures a 1’aide de pi¢ces de 1cm2. Ensuite, des assemblages de 2, 3, 12 carrés ayant
une aire d’1cm2 font ’objet d’un calcul d’aire.

La clé des maths

Il est demandé dans 1’activité préparatoire du livre du maitre de classer des rectangles. Un travail
sur la distinction aire/périmeétre est proposé (classement par aire, classement par périmétre).

Pour comprendre les maths

Il est demandé (« Chercher », B) de donner I’aire de différents carrés et d’en déduire la formule.
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EuroMaths

Il est demand¢ dans un premier temps (question 5, p. 113) de donner 1’aire d’un rectangle et d’un
carré sur papier quadrillé. Le carré d’un cm’ fait 4 carreaux du quadrillage ; il est donc nécessaire
pour 1’¢éleve de savoir ce qu’il reporte. Ensuite, il doit prévoir ’aire d’un rectangle et d’un carré
et vérifier en construisant sur papier quadrillé. Cette phase de vérification peut permettre
I’explicitation du lien entre nombre de centimétres et nombre de carreaux. Ensuite, la formule est
proposée et doit étre approuvée ou non par 1’¢leve.

J’apprends les maths

Il est demandé (« Je deviens performant », A, p. 25 séq. 47) de trouver I’aire d’un rectangle dont
seul le coin gauche est quadrillé. Le pavage n’étant pas terminé, 1’¢éleve doit explicitement
mesurer a la régle pour avoir le nombre de centimétres sur une ligne, et pouvoir en déduirele

nombre de carrés ¢m” du coté du pavage afin de procéder & la multiplication. Plutot que la
formule, le manuel propose ensuite :

J’ai appris
Quand je cherche I’aire d’un rectangle, plutét que de le quadriller, je peux mesurer sa
longueur et sa largeur et multiplier les deux nombres obtenus. [...].

Maths Thévenet

Il est demandé (exercice 1) de trouver ’aire de carrés et de rectangles dessinés sur du papier

quadrillé en cm’ (qui sont des carrés mesurant 4 carreaux du quadrillage, déja tous dessinés), de
calculer le produit coté X coté (ou longueur X largeur) et de conclure. Dans le livre du maitre, il
est suggéré de faire confronter les procédures.

Les maths a la découverte des sciences

Il est demandé (« Cherchons ensemble ») de calculer I’aire d’un rectangle de 20 metres de
longueur et 10 métres de largeur, qui est associé a une situation de probléme de la vie réelle : le
rectangle correspond aux parois des poumons que 1’on aurait découpées en un rectangle, donc
aplaties, et dont il faut calculer la surface. Le rectangle est quadrillé. Il est explicité que le fait de
compter est inutile ; la multiplication est possible pour trouver le nombre de carreaux. Ensuite, il
est demandé¢ de trouver un rectangle différent ayant méme aire, puis de convertir en décimetres

la longueur et la largeur et d’exprimer ’aire obtenue en .

Cap Maths

Dans le cahier de géométrie et de mesure préconisé en introduction de la séance par le livre du
maitre, il est demandé¢ de trouver les aires d’un carré, d’un rectangle et d’un triangle rectangle a
I’aide d’un quadrillage en cm’. Ensuite, il faut construire différentes surfaces d’aire 1cm’. Enfin,
il est demandé de construire sur le quadrillage deux rectangles ayant pour aire 18 cm”.

A portée de maths

Il est demandé (« Cherchons ensemble ») d’exprimer des mesures d’aire a 1’aide d’un
quadrillage qui présente plusieurs unités de mesure d’aire possibles. Il faut « sélectionner » celle
qui est demandée par le manuel.
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Dimensions
choisies en cm

Report fait

Passage explicite de

Passage explicite du nombre

Manuel Grille our le rectangle | par I’éléve I’addition a la de carreaux a un nombre Autre transition
P ou carré g P multiplication de cm’
Pourrait étre induit par la Pourrait étre induit par la
Compagnon 5%8 procédure, mais c’est procédure mais c¢’est implicite
ma th[; & A imaginer. 44 Oui. implicite (pas de précisions | (pas de précisions dans le livre
: dans le livre du maitre). du maitre). L*¢éléve peut s’en
L’¢leve peut s’en passer. passer.
L’¢leve doit remarquer qu’il a
Oui. construite 7X5 Pourrait avoir été rencontré trouvé la méme chose en
Petit phare a,r Pélove Non. p- 87 (non demandé Non. comptant et par produit pour le
P ’ 9X6,5. explicitement). rectangle ayant des valeurs non
entieres.
A choisir, puis Le rectangle n’est pas quadrillé,
18X é certains vont mesurer le coté.
;z:trhesles Oui. Dans le manuel Non. Oui Oui Les procédures sont confrontées.
5X8 Ensuite, on vérifie avec du papier
2x10. quadrillé superposé.
4x4
5%3
Math; fout Oui. 23 Non - Qul . Non. Transition implicite™.
terrain etc. institutionnalisé.
jusqu’a
8x8.
Oui :
« une grille
(multicolore) ; ixa Assemblage
Au rythme « une grille 6X3 (autant de
des maths effectuée par ot carreaux que Non. Non.
Pélave 23 12en nécessaire
> . pour couvrir).
(couvrir la
surface avec des
carreaux).
La clé des Oui : Oui : Apprentissage par le classement
maths papier quadrillé | de 20 427 cm’. Non par la mise en commun des Non. visant la distinction aire et
en cm’. procédures. périmétre.
Pour giz Non, mais incité par le choix
comprendre Oui. 1010 Non des valeurs Non.
les maths 533 (10x10).
Oui : pour
voir le report .. . .
1010 B pz Non, mais il est mentionné Oui :
4x3 d’un cm les deux sont ibl « prévois »
EuroMaths Oui. 3X3 alors que le que ‘es deux sont possivies prevois
- + incité par le choix des puis
5X7 quadrillage -
s valeurs. « vérifie ».
5XS. n’est pas en
cm’.
6x4
10x2,5
, 6X6,5 Oui :
‘1] app r(;nds Oui. 9,5x4 Non, Oui, par la grille effacée.
es maths 16x13 grille effacée.
(pavage semi-
effacé).
3x3
3x6
Ma? hs Oui. | 1634 Non. Ovi, par con'frontatlon des Non. Trouver le carré d’aire donnée.
Thévenet A trouver sur procédures.
papier quadrillé :
8X%8.

Bl est répété six fois « 1cm” » sur le dessin du rectangle & mesurer. Comme le dénombrement des carreaux d’une
rangée a été institutionnalisé comme permettant d’avoir le nombre de carreaux, le lien est mis en valeur sur le
dessin du carreau de c6té 1 cm. Mais il n’est pas prévu d’activité pour expliciter ce point.
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2010
(en m?)
Calcul de I’aire Trouver un autre rectangle ayant
des poumons cette aire donnée.
G- 25x44
Mqthé Oui. 2 Non. Oui : « inutile de compter ». Non Conversion en dm.
Sciences (en mm”)
3X3 . «en quelle unité ’aire est-elle
(encm”) alors exprimée ? »
5%x40
(en mmz).
Trouver deux rectangles ayant
. 2
Oui : passage par les . . pour aire 18.”’"
diverses décompositions Non, mais il y a un dessin p. 76 (et autres options).
Cap Maths Oui 3x3 Non multiplicatives possibles qui fait correspondre régle .
: 5%2 ’ + explicitation d (graduée en demi-centimeétres) Puis passage par toutes les
,dEXP 1cita 1?“ ‘l’s et quadrillage. décompositions multiplicatives
procédures avec les éléves. possibles (recherche
d’exhaustivité).
Oui, la « grille »
choisie permet
de compter
A portée de selon ‘p!us1eurs 3%3 Selec'tlon de ,l'u‘mte de mesure &
unités de Non. Non. Non. faire par 1’éléve (plusieurs
maths 5X3 AN
mesure possibilités).
différentes, il
faut sélectionner
«la bonne ».

Tableau 5 : Introduction de la formule dans les manuels.

Questions issues de
I’analyse historico-
épistémologique

Trouvé dans les manuels
(en majorité)

Solutions trouvées par certains
manuels
(de fagon ponctuelle)

Points a retenir

Accompagnement de I’unité
de mesure lors du
changement vers les
nombres et symboles.

Majoritairement absent :

* pas de travail sur I’explicitation de I’unité
. . 2
de mesure centimétre dans son lien au cm™.

« pas d’explicitation du caractere arbitraire
de la notation multiplicative sur les unités
de mesure, le cas échéant.

Travail sur la transition : « nombre de

carreaux » a « nombre de
centimetres ».

Confusions a attendre dans la représentation que
les éléves se font de 1’unité de mesure
(multiplication de centimétres).

Remplacement probable de la grille par des
représentations géométriques erronées, perte de
I’idée de mesurage (report d’un étalon).

Role donné au nombre et a la
lettre aprés la transition entre
registres.

Majoritairement flou :

Pas de travail sur la transition : « nombre de
carreaux » a « nombre de centimeétres ».

Travail sur la transition :
«nombre de carreaux »
a « nombre de centimétres ».

+

Attention particuliére lors de
I’introduction de la formule
(J apprends les maths).

Confusions a attendre dans la représentation que
les éleves se font des objets sur lesquels opére
I’algorithme multiplicatif.

Accompagnement de
I’opération multiplication
dans le changement de
registre.

Relation entre construction
d’un carré et multiplication.

Non travaillé.

Non travaillé.

Confusions a attendre dans la représentation que
les ¢éleves se font de la multiplication
qui est alors associée a la construction d’un carré
de coté donné dans le cadre géométrique / avec
des implications possibles sur
ce qu’est le cm” pour eux.

Possibilité pour I’éléve de
faire un lien entre les deux
algorithmes rencontrés.

« travail sur le passage de ’addition itérée a
la multiplication dans le cadre
unidimensionnel (souvent).

* pas de travail sur la transition :
«nombre de carreaux »
a « nombre de centimétres ».

* pas d’explicitation du caractere
démontrable de la relation entre addition
d’aires et juxtaposition de surfaces unité.

Travail sur la transition :
«nombre de carreaux »
a « nombre de centimétres ».

Oubli attendu du premier algorithme qui n’était
pas compatible avec le second.
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Conceptualisation de 1’unité
de mesure d’aire.

« indépendamment de la
longueur.

« distinction surface/aire-
nombre pour 'unité de
mesure d’aire.

* accompagnement
conceptuel dans le
changement de registre.

Travail sur différentes formes de 1’unité de
mesure d’aire (souvent), mais pas dans un
contexte de report.

Majoritairement absent.

Travail sur le cm” dans un contexte de
report (mesurage).

Travail sur le besoin de recourir a une

sous-unité (changement d’échelle).

Travail sur la transition :
« nombre de carreaux »
a « nombre de centimeétres ».

Unité de mesure d’aire qui n’a pas une existence
propre dans un contexte de mesurage.

Accompagnement de la
place du mesurage dans le
changement de registre.

Majoritairement absente.

Le mesurage n’est généralement pas motivé
par un besoin de la vie courante.

Travail sur la transition : « nombre de
carreaux » & « nombre de
centimetres ».

Lien entre mesure de surface des
poumons et mesurage.

Abandon du mesurage
(incompatibilité des algorithmes).

Tableau 6 : Récapitulatif des solutions trouvées par les manuels et points a retenir.
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