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A PROPOS DE L'IRRATIONALITEDE 7

Les mathématiques font des progrés et le contenu de leur enseignement évolue.
Bien siir, les outils faisant partie du bagage du mathématicien d’aujourd’hui sont plus
puissants qu’ils ne |'étaient au siécle passé ; certaines des constructions de nos prédé-
cesseurs rendues caduques par ces progrés sont dés lors abandonnées de |’enseignement,
qu’il soit secondaire ou supérieur, malgré toutes leurs qualités esthétiques. La théorie
des fractions continues fait partie de celles |a puisqu’elle peut se traiter en terme de
série ; mais je suis convaincu que vous apprécierez I’'élégance de son utilisation dans la
démonstration de I’irrationalité de m et celle den® tellequ’elle a été donnée par Legendre
en note de «Eléments de Géométrie» [1794].

Rappelons que c’est Lambert [1767] qui le premier a prouvé que 7 était irra-
tionnel en utilisant la méthode exposée ici. Mais on considére généralement sa démons-
tration du lemme comme insuffisamment rigoureuse et on attribue a Legendre la
premiére démonstration de |'irrationalité de , ainsi que celle de 7.

Ce n'est qu’en 1882 que Lindemann démontrera que le nombre 7 est méme
transcendant, c’est-a-dire qu’il ne peut étre solution d’une équation algébrique a
coefficients entiers. Ceci mettant un terme au probléme de la quadrature du cercle
puisque si on pouvait construire un carré de méme aire que le cercle a |’aide de la régle
et du compas, 7 serait solution d’une telle équation (de plus particuliére).
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NOTE IV,

Od l'on démontre que le rapport de la circon-
Sérence au diametre et son quarré, sont des
nombres irrationnels.

Considérons la suite infinie

+a+x a 1 a'

I ——-. —_ -+ .

z 2 z.z+xT:.3 Z.z41.2413 ' ete
. 1 a”

dontle terme g 1est

1.2.3...0 2241240, 242 1)
et supposons quc ¢:z cn représente la somme. Si on met
s-+1dlaplacede 3,9: (z-41) sera pareillement la somme -
de la suite

a 1 a? 1 a*
x+m+2.:+x .z—{—n+m'z+[.z+a.:+3+em.
Retranchons ces deux suites, terme i terme; I'une de I'antre,
ct nous aurons §:z—@: (z241) pour la somme du reste
qui sera
_a_+ a® +5 a
zZ.z41  z.34-1.3-+2 2 z.541.z242.343
Mais cc reste peut C-u-e ais sous la forme

-+ ete,

a
..+l L (x i- + ““+1':+3+etc.),
. e “
ct alors il se réduit 2 Pyrr @ :(34-2). Donc on aura
géudraliment
Piz—@:(z41)= @: (z+12).

z.241

Divisons cette équation par @ : (z+1), et, ponr simpli-

ficr le résultat,, soit § : z nac nouvelle fonction de s, telle
Dousx. éd. 19
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16 a* 64§-
':x“;& TS 2

l.a 16.* 6&:
x+—.-’- 6 . W +etc.

Mais ces suites se rapporlent a des fomnlu connugs, et op
sait qu'en repré t par ¢ le nonib: donit 1e loglrhhno
hyperholigue est 1, lexpresslon précédente pé Péduit 3

ave_g~3va

W V/a; 8¢ sorte quion aura ¢n général
EVa_~ava
T
T +5

6 4 ate
Pecla résulient denx formales principsles 4elon gue & est
positif ou négalif. Soit d'ahord 4 a= 2’4 on aunra

e _x
e T ‘+"‘

+ 5 - ete.

A Svit ensuite /j2es ~ &°, et ¢n verta de Ly formole ednnne
SV —.:V—l
- e————— = |/— . 13D§. z, oD Aura
E!V—I+L—=V—l

.

tang. x=

"“5‘-—— -

7 —slc

Celleci est la formuie qni servira de base b notre dismem.
tration. Mais il faut, avant tout, démontrer les deux
lemmes suivanls.

Leuue L. Soit une fractivn comtinue prolongée & Uinfini,

- duns laquelle tous les nombres m , v, ', n' ete. sonr dis
Wiiowy poritifs ou wigtiie ) 5i on sufipsel JE Ses frastions

19.

ROTE IV, a8y
e 13 2004 ors on pourra metize ..
t:(z) ! £y
Pre cz(z+!)¢:(l+l)
er(tt1) a
. La substitation faite, on aure

an lisy de
t:(s+1)
2:(z+3)

a4 Jien de

_ a
Tad e (z1)
Mais en ivement dans cette équations + 1,
S73y 66, & la place de z, il en réspltera
a
21y (5 43)
4

bi{zder)=

$:(s42)= 5 ete.

z4a4§:(z43)
Done la valeur do ¢ : s peut s’expsimor pav la fraction
continue ;

,\:aa:

t——
'+’+z+n+ ete.

proq cette fracti by longde & I'a-
fini, a pour somme ¢ : 3, Ou 30R egalo— L—(;-iﬂ
3

eatts samme, développée en suiles ordinaires, eat

Téei

(13

a . a*
a ’+z+x+"z+n Tt

E ) a
T H_,—f-eto-

Soit maintensnt z=54, la fraction continne dgviendra
. 1a
+_a ha
x 3
R
dans laquelle les namératcurs, excepté le premier, sort

tous égaun a 4 @, et les dénomingteurs ferment la suite
des nombres impgirs 1, 3, 5, 7, cte. La valenr de cette

_fractivn continiie paut dona.aussi s'expriiner par

293

m m’
comnposantes —,——, ete. soient toutes plus petites que
n n’ w’

runité , ye dis que la valeur totale de la fraction continue
sera nécessawrcmnent un nowbre irrationnel.

D'abord, je dis que cclie valeur sera plus petite que
T'unité. En clfet, sans diminuer la généralité de la fraction
continuc, on peut supposer tous les dénominatenrs 7, ',
2", ete. posilifs ; or, sion prend un seul terme de la suite

proposée , on aura , par hypothese, i< 1. Si on prend les

m'
deux premicrs, a causc de —-—< 1, il est clair que nt—
est plus grand que 7-— 1 : mais s est plus petit que »; er,
puisqu’ils sont 'un ct lautre des entiers, m sera aussi plus

5 ' - .
pelit que n+7. Done la valeur qui résulte des deux
termes
m *

—_, m
74—
I

est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la
fraction continue proposce ; et d'abord, suivant cc qu'on
vient de voir, la valcur de la partie

m .

W ol
sera plus pclite que l'unité. Appelons cette valeur o, etil
est clair que — e scra encore plus petite que I'urité ; done

la valeur qui résulte des trois termes

m .

_ m «

n +-;,-+ -’"’T

n

est plus petile que 1unité. Continuaot l¢ méme raisonnc-
ment, on verra que, quel que soit le nomhre de tenacs
qu'on caleule de la fraction continue proposée, la valcur
qui en sésulte est plus pelite que Fuuité; done la valeur
totale de cette fraclion prolongée i Viufai, est aussi plus

R e
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petite que I'unité. Elle ne pourrait étre égale i 'unité que
daus le seul cas od la fraction proposce serait de la forme
m

-m+l

’
m .

l_' m
12 e [ —t e
m" 41— ete.

dans toat antre cas elie sera plus petite.

Cela posé, si on nic que la valeur de la fraction eontinne
proposée soit égele & un nombre irrationnel , supposons
mielle est égale 3 un nombre rationnel , et soit ce nombre

B
I B ct A ¢tant des enticss queleonques; on aura done

r —
+ n" -t cte.
Snient C, D, E, cte. des indéterminées telles qu'on ait

c_w
e=— m
B oat— m

n 4 —

n'' 4 cte.

o,
n'v -+ etc.

etainsi a I'infini. Ces différentes fractions continues ayant
tous lenrs termes plus petits que l'onité, leurs valeurs ou
sommes ~—, BCDE

A ey
suivant cc qui vient d'¢tre démontré, et ainsi on aura
B<A, C<R,D<C, cte.; d'oit 'on voit que Ja suite A,
B,C, D, E, cte. est décroissante i Yinfini. Mais I'enchai-
nement des fractions continues dont il s'agit donue

. cte. seront plas petites que I'anité,

E:—ic d'ot résulic Cz=mA—=rD,
A n—|——
m
1_!=ﬁ2’ d’our résulte D=m'B—n'C,
c
"
D__r_n_ E; d'oi résulte E=m"C—n"D,
C -
D
cle. ete,
agd NOTE IV.

il est clair que, o ¢lant irrationnelie toutes les quantités
o'y &”, o™, doivent I'éire parcillement. Or, 1a dernidre o™
est égale 2 la fraction continue propusée; done Ja valéur de
aelle-ci est irrationnelle.

Nous pouvons maintenant, pour revenir h notré dujet,
démontrer celte proposition générale,

rafonfne,

§i un are est commensurchle avec le rayon, sa tangente

scra incommensurable avee le méine rayon.

. . m
En effet, soit l¢ rayon =1, etParc 2z = —, metnétant
n

des nombres entiers , 1a formule trouvée ci-dessus donnera,
en faisant la substitution,

ta " .
T e
31{—-ﬁ m*
Sn—
77— cte.

Or cette fraction continue ¢st dans le cas du lemne II; car

il est clair que les dénominatencs 3 7, 5 7, 7 n, ete. aug-

mentant continuellement , tandis que le numérateur nz®

reste dela méme grandeur, les fractions tomposnntes seront

ou deviendront bn:nlot plus petites que P'unité, done la

valeur de mng. 2 oest irratiornelle ; dont, si Fare r$¢ éom-
n

mensurable avec I rayon, sa tangente sera incommen-
surable,

De 22 résnltc , comme é trés-immédiate, la
proposition qui fuit I'objet de cc!te note. Svit 7 la démi-
circonférence dont le rayon cst 15 si = éait rationuel , lare,

4 . .

= le serait aussi, et par conséquent sa tangente devrait dtr

irrationnelle : mais on sait, au contrairc, que la taugente
T

de l'are 7 est égale an Tayon 1 ; done & ne peut dtre ration-

nel. Done Ze repport de la circonférence au diaretre, est
un nowmndre irrationnel (1).

(1) Ce ition a été dé cor fa iera foit pir

Lowberz, ddus les Mémoires do Berlin, lEncc 1761,
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Bt pnisue Je» deus premiers norabres A et B sont cntiers
pac bypothese , il s'ensuit que tnus les antres C, D,
E, ete., qui jusqu'i ce moment élaient indéterminds, sont
aussi des nambres enliers, Or, il implique contradiclion
qu une suite mhch B, C, D, E, ete. soit a-la-fois'dé-
er et dc 1 cntiers 3 car d'ailleurs
aucun des nombres A,B,C,D,E, cte. ne peut ére zéro,
puisque la fraclion conlinue proposée s’élend a linfini, et

BCD .
qu'ainsi Jes sommes représentées par —, =, —, cte. doivent

A8 C

toujours dire quelque chose. Done Fhiypothese , que la
somme de la fraclion continue proposée e3t égale a une

. . B . .
quantité rationnelle 1 ne saurait subsister ; donc cetle
F

somme est nécessairement un nombre irrationnel.

Leume I1. Les mcéimes choses étant posces , si les fraclions

m'*m"

composantes —, —+ —
n’ n

que au commencement de Ia suite ; mals qu'aprés un certain

intervalie , elles sofent constamment plus petites que Lani

Je dis que la fraction continue proposee , en supposant Lou=
Jours qu'clle s’ctende 4 linfini , aura unc valear irrationnelle.

ot

Car, si & compter de —; =
m" il
PR

I‘nmlé, alors , suivant le lemme I, la fraction continue

tions —

m

rag
+ n¥ -+ ete.

sura une valeur izrationnelle. Appelons cette valeur o, ct

la fraction conlinuc proposée deviendra
"

R

-
,+ -

v+0).
Mais si on fait awccessivement

m”

e
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1l est probable que le nombre = n'est pas méme compris
dans les irrationnelles algébriques , c'est-i-dire , qu'il ne
peut étre la racine d'une équation algébrique d'un nombre
fini de termes dont les coéflicients sont rationnels : wnais il
parait trés-difficile de démontrer rigourcusement cette pro-
position ; nous ponvons senlement faire voir que le quarré
de 7 est encore un nombre irrationnel.

Eneffet, si dans la fcaclion continue qui exprime tang. x,
on fait z==7, a cause de taog. = =o, on doit avoir

. o o . N "
Mais si %* était rationnel, et qu'on et 7t = Trmetn

étant des eutiers, il en résulterait

Or, il est visible que cctte fraction continne est encore
dans le cas du lemme IL, sa valeur est donc irrationnelle,
et ne saurait étre égalc au nombre 3. Donc /e quarrs du
rapport de la circonfércnce au dametre , est un nombre
irrationnel.

—+y ete. sont d'une grandeuar quelcon-

par'c:cmplc, toules les frac-

—, ete. & Yinfini, sont plus petites que

—— i e




