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A PROPOS DE L'IRRATIONALITE DE 'Ir 

Les mathématiques font des progrès et Je contenu de leur enseignement évolue. 

Bien sûr, les outils faisant partie du bagage du mathématicien d'aujourd'hui sont plus 

puissants qu'ils ne "étaient au siècle passé; certaines des constructions de nos prédé­

cesseurs rendues caduques par ces progrès sont dès lors abandonnées de l'enseignement, 

qu'il soit secondaire ou supérieur, malgré toutes leurs qualités esthétiques. La théorie 

des fractions continues fait partie de celles là puisqu'elle peut se traiter en terme de 

série; mais je suis convaincu que vous apprécierez l'élégance de son utilisation dans la 

démonstration de l'irrationalité de 'Ir et celle de'lr2 tellequ'elle a été donnée par Legendre 

en note de «Eléments de Géométrie» [1794]. 

Rappelons que c'est Lambert [1767] qui le premier a prouvé que 'Ir était irra­

tionnel en utilisant la méthode exposée ici. Mais on considère généralement sa démons­

tration du lemme comme insuffisamment rigoureuse et on attribue à Legendre la 

première démonstration de l'irrationalité de 'Ir, ainsi que celle de 'lr2 • 

Ce n'est qu'en 1882 que Lindemann démontrera que le nombre 'Ir est même 

transcendant, c'est-à-dire qu'il ne peut être solution d'une équation algébrique à 

coefficients entiers. Ceci mettant un terme au problème de la quadrature du cercle 

puisque si on pouvait construire un carré de même aire que le cercle à l'aide de la règle 

et du compas, 'Ir serait solution d'une telle équation (de plus particulière). 

Georges MATHESIS 
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lfOTB IV. 

""(I+" •
tDe .'J::;:I",~() i .lor' QII fourra m.'lre--.. ·z ,: z .ct:.
 

Iioe olt ':'s (.+,) ~ :(.+,) li d
 
aD ~. ot " a~ '!Il •
 

, : (.+.) • - .,~. . ,.
 , JO ....... '1lW1t.ilU~QD. luto, 011 SUN
 
,: ('+1 

~:·=.+~:"(.+,r 
l'Jais en mettant successivement dans cette équation $ + l, 
J+'h ç'ç., .'a plaoç d••, il Bll r"'lét.'" 

~: ( ...... ,)7' .-rH,.;; (1+')' 

" ~: ('+')=.+ .+~: (.+ 3); .'t. 
Donc la 9Q1~ Qe +: a peUl s'expJimGl' l~' la frac Lion
 
continue ~
 

tI
 
f'J".:m- 4
 
f+~__"_ 

• ..... """ çtc.
 
néciproquement cette fractioo' continue, prolon~e l\ l'h...
 

&.ai, &. pour s08lJ!le i: 3, ou .SOR "'galo~. ~: (:; .... r )) ct
 
a ,:~
 

tM'le ~e, dfnloppée eu suitOI ol'dioaires, ..t
 

a ,,'
,+--+... + 010. 
z+r :;+1.::-.... :1 

.. a a"
 
,,+~+t.~-retc.
 

Soil maintenant z::::;i-, lA {ractio:a, continne dçviendrA 
." 
~4" 

I+l+~ 
S+OIO. 

dans laquelle les numératcurs, exœpté le premier, sor.t 
tous ég8.-.s il. 4 a, 8&1.1 déncuaiD,ftOQrl ~t )a suite 
~es Jlombr~s imp~irs. 1 \ 3,. 5, 7, etc. La valcltr ùe ce&Le 

, n-.ollb", oOllliDil. p~\li rIoDa,'Dlsll'.sl'riiDlt ~ar 

fi OTE IV. 

m m' m· 
composantes ~'7';;-' ete. soient tOlites plus petites que 

J'unité, Je dis quc ln valeur totak (le la frtlction continue 
sera nécessalTcmcnt lm nOlllhre irrationnel. 

D'abord, je dis qu~ eelle ,·al..ur sera pll1s pelile qne
 
t'unité. En.eJfct, ,ans dirnilluer 1:1 cénér:alilê de b fl'action
 
continue 1 on peut ,upposer tous le~ dénominatel~rs n, n',
 
n", ele. llositifs ; or 1 si un prend un seul Lermc Ile la suite
 

proposée 1 '"ou aura. , par hypothese, -;;< 1. Si on llrcnd ICI 

m' ",'
dcux premiers, il eaUSC de -n'< l , il est claÎr que n+-;;; 
est plus grand que n- 1 : mais ln est plus pctit que n; el, 
puisqu'ils sont l'un et l'autre des entiers, m sera aussi plus 

",' 

petit que" + 7' Donc la valeur qui résulte des deu:J; 

termeS 

- m'n+­,,' 
est plus petite que l'unilé. Calculo'ns trois termes de la
 
fl"::letion continue 'proposée; et d'abord, lui'\'ant cc qu'on
 
vieut de "oi.r, la valeur (Je la partie
 

IlZ' 
~,' ! 1 

-~ IIZ"

n'+-;;o; l, 
i'

sera plus petite qne funité. Appelons celle "aleur Col, cl il 

est clair que....!!!....- sera encore plus peûleque rucilf.; donc 
n-.... CI) 

la v::l\eur qui résulte des (l'ois termes 

Ill' 

Il+~+m" 
Il" 

est l,tus pelile qne l"u:J)!t;. Con:iIlTl:1ot le ml~me ra:solUlca
 
r:tent, on .... c["r~ quc, qud 'Itl~ suit le nOIll!lre tic ten:I('s
 
qn·on calcule de la fraclioll COlllillue proposl~e, la ,'~Itur
 ·1 \ 
qui en résulte est plus pClitc CJue l\:uilé; dont" la valeur 

,1totale de celte fracûon IJrolongée il J'i.u&u.i, est aussi plus j, 

:l' I~~ 
d"l, 

~88 

NOTE IV. 

Où l'on démontre que le rapport de la circon­
férence au diametre et son quarré, sont des 
nombres irrationnels. 
Considérons la suite infinie 

a 1 a~ 1 al 

1+-;:+;':.:.:':+1 +~·z;.:':+1.:':+:1 + ete. 

dont le terme général C51---'_0 "_' _ 

1.:I.3... n z:.z:+I.z:+:1 •... (:.:+n 1) 
et supposons que 1>:.r; cn représente la somme. Si aD met 
.1+1 il. la place de z, 'il: (Z:+l) sera pareillement la somme· 
de la suite 

a 1 a~ 1 a& 

,+.+' +:;-0.+1.,;-, + •. 3" ,+",+",+3+.10
• 

Retranchons ces dcux suiles, terme il terme; J'une de l'aulr~, 

ct nous aurons 9:z;-tp: (:;+1) pour la tomme du reste 
qui sera 

a aS 1 a' 

•.•+-;+•.• ;-, .•+-. +·· •.•+1..+•.•+3+·to. 
MalS cc reste peut être mis sous !a {orme 

a Il 1 aa 
z.•+;o (H- z+. +:;-.•+ •.•+3 +.to.), 

ct alors il se rédw.t it -"- 1> : (.J +:1). Donc aD aura. 
:.:.:;+1

·1 G'éuërall ment 

1'''-1',(.+,) =_"_1" (.+.).1 .:;.:;+1 

Divisons cette équation parcp: (.t.:+l) , et, ponr limpli­
fier le résu1t:lt, soit.;. : z; Dnc Douvelle {onction de l, telle 

kil1!DSuite 'IIJ:I::: ­ «', ,t en vtna. à.le 1.,...,. ........
 
éV-(_t:'~V-l 
______ =V_J.lang.:r,on.ura 
éV-l+C-ZV-l 

!
, 

tang•.&'= r' • 
i '-r-~ iI!'

5--­1 ?-olo. 

Celle-ci est la formc.io qDÎ senin. dt bue •.notre. dGMt..~ 

tration. ~lnis il faut, avanL tOUl, démontl'er les deux 
lemmes sul,·allls. 

LEMME 1. Soit U!IC fr.:sctlun cominue prolongée à l'ù!Jini, 

!!!. II"~ 
"+:7Il 171";~ __ 

II- +ete. 

rl4"lltllJuaJ~touileI"om"~sJ'll,n, rtJ/, ft' ..... "(4S
, i lIHiM pwhif'" lli,dl/)'J li 0/1 ,/11'1*. f'U lu".,.... 
,1 ·il·

i 

Dou;, éd. '9 

Norn IV. 

4a 16a' 64'''' 
''''TI~+n:':1*~ 

'd, ,'" 16.,. ' ....'+_+--+---+.,0.a a.!I'4 a.J •.. Ci 

l'tais cel luites se rapportent à des (oi'mnJeâ connuu, .t op 
lait qu'en représeotilPt par ~ le no~te ~01ii'ie locarhhlD.. 
LjperboIitlue est l, l'exrressiOJ1 vrfëMènte .ê rtàuit 1 
e~VG-e-2VG 

e"vG+e-.,,\lG. VG:; \!~ sœte qu'QG. aura .BéAérel 
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i 

l' 
,1 

KOTE IV. 

.petite qne "uni.té. Elle ne vourrait être '«ale.• l'unïléque 
duus le seul c:Js où la fraction proposëe serait de la. (orme 

m 
"-- m' m"m+ ___t 

11/;-.1---­
","+I-elc. 

è:.ns tont 3ntre C3S eJ~c sera rlus f'r'lifC. 
Cela posé, si on nie que la ":llcu'l" 11<' la fradion Cf\nlÎnne 

propOSl-C soil r-:::c.lc il Ult IImn!Jr(' irrationnc1 , SUpilOJOna 

l'llt'cllc e~l l!-r.:a1c fa un llo:n1Jrc l'alioDl1cl, ct soil cc nombre 
nA' D ct A liant des enlic;1 qucl<'onqucl; on aura donc 

n ."Tl

A - m'n+-;;r+ m· 
,," -J- etc. 

Seitot C, D, E, clc. des indéterminées feUes qn'on ait 

~=~ m" 
D n'+7+m'" 

n"'+ ete. 
D m" 
--- m'" 
C- Tt' + rt" +!!!:. 

111" + elc. 
et aimr,i ù l'infini. Ces difrérentes fl'actions con:inues ",.o.nt 
tous lenrs tennes .plus petits que l'onité, lenrs valeurs Ott 

nCDE . r 0" 

50mm('s A'ïi'c'ïi' etc. seront pltl! pentes qur. !lnlte 1 

sllivnnt cc qui 'Vient d'être démontré, ~t ainsi 011 aura 
D< A, C< n, D<C, cie.; d'où l'on voi.t que 13 suite A, 
B, C, D, E, etc, est llé('roissante à !"infini. Mais l'enchai. 
ncment des fract:ons continues dont il s'agit donue 

~=~Cj d'où résulte C:.=mA-nD, 
A. 1l+jj 

~=~n; d'ou résulte D=m'B-n'C, 
n '''+'ë 
Dm"ë=n"+~; d'où, rèsulteE=m"C-n"D. 

D 
etc. ete. 

nest clair qne, 0) él:l:nt irl'3tionneJie. toutes les quanlité5 
fIj', m", 0)"', doivent l'cll'e p.:l.reiJlement. Or, 111. dernlél"(~ œ'" 
e~t égale il lo fraction r:ofllÎllue proposé~; donc Ja vali!ur de 
(Ielh..'-ci est irrationnelle. 

Noull pouvoml mainLC'1i3nt, pour revenir • notr~ .'Iljrtt 
démontrer celte proposilion génér3le. 

THÉonÊME. 

Si un an:: cst cnmmcr.surr.lJle al'ec le ra~Yon J sa tangente 
Icra inculrimensuralJle avcc Ic méÎlu ra)"on. 

En effet, soit le ra)"on =l, ct l'ürc:r: = ~,metnétant 
n 

aes nombres enliers, la formule tl'ouv';c ci-dessus donnera, 
en f3is3nt la su!>uitulion J 

ln ln 
t3n/1.-=- in'

" n-__ m' 
31l-_ m'

571--'­
7/1- ete. 

Or celle (raetion eonlinue est dans le r.-as du lemme II; car 
il est clair que les flénominall'nrs 3 n, 5 n, 7 n, ttc. aUl;­
mcnl·3nt eonlinuellement, tandis 'Ille le numc;rateur ué 
resle de la même grantlcur~ les fraclions. composante! seront 
ou de,oiendront bientôt plus !)cLiLeS que runit~, donc la 

valeur de. lans. !!!. est in'al:or.nelle; dont::, si ["are r.jt eonf­

" "m~lIsllraltle avce le rayon J sa tangcnte sera ;ncom:ncn­
.,"mbie. 

Dt: là résulte, comme conséqur:nee lrès-imml!diale,"Ja 
proposilion qui fuit l'objet de cette note. Suit 'l"\ la demi­
circonférence dont le rayon cst lj si. 'j; était ralionuei, i'arc. 

0 0 04 1~ e ser3It 3WS1, et par consequent S.:l. tangente dC'Vrait ~tr 

irr3tionnelle : mais on sait, ill1 c~ntraire, que la taugente 

de 1" 1< éarc "4 est .g9.1e:\u rayon 1 ; donc 1;" ne peut être rAliob~ 

nel. Donc le mpp~rt ~c 1" ûrconférence au tliar:,etrr, est 
un nombre ùrationnel (1). 

(r) Celle proposili.on ? ëlé dénl0n.1rte l't'"Dr la pretllitra (oi! J" 
L",lIbert, dola, lu Melllolfu do Del'!IIl, luui. 1761 • 

ROTE I.V • 

Et pnÏt'f11e kt dns pr('miers nombrel A II DIo'" etltlen 
par 1JYllOl1.ese, il ,'enluit qlJe lmiS les Dnlres C, D, 
E, etc" qui jusqu'à cc moment cU1ÎC'nt Întil:lcl'mÎnés t sont 
aussi des nrimLrl's cnliers. Or, il imJllicJlle contr:lIlie\ion 
qu'une suite inJinie A, n, C, D, E, etc. soil éÎ-bt-foinll.'­
croissante et composée de Ilombres cntiers; cal' c.l'aillC'Ul'S 
aucun des nOlDbres A J n, C, D, E, cie. ne peut être zéro, 
puisque la fraction elJnlÎnue propos':e s'êtcml il. J'jnfini, ct 

ne D dO 
qu'ainsi les sommes rcprusentécs par A' jj' ë' etc, Olvent 

loujours être que1que cÙosc. Donc I1I)Toth!'se, que 1it. 
somme de la fral:lion eontinuc proposée t:"Jt é~ale Î1 une 

quantité 'l'ationnclle .!!, ne saurait ,~bsislt'r j donc cette 
A 

lomme est nécessairement un nombre irratkmncl. 
LElIlIE II. L~s 1Il~~m~s choscs ~t(rIlt posées J :ii lc~' /raclÎolU 

m m'· ln·' 
u~"'po~'alll~s ;',";;( ~, etc. sont d'umJ ~rtrlld('lIr 'Iudeon. 

qrtC au com:ncnCetnCllt Je la suite; mais 'I"'al'rrs UII certain 
Înt~n'at.'e , elles soient constamment plus r('!i:~s que 1'1luÙI.; j 

Je dis 'Iue la fraction cnntÎnuc l,ropnJ"i~ J en SI'lI,·)O.fflut tou­
jours 'I"'dles'étende à ['(Onfini , aura unc valeurirrationUf!JJc. 

ln'" . 
Car, si à ~oC1pterde -;jiï' l)ar ncrnplc, toules les frac-

r"m rn" nl'r 
tians Il''' '-;;'-:'-;;:" , etc. li l'infini, lIont plus petites que 

rnnité, alors, suiTSnt le lemme l, la fraction condnué 
ln'" 

lT 

n",+m m"
"IT+_

Il''+ere. 
aura une "fileur inationncllc. Appelons eeUe Tilleur ct0), 

111 fraction continue pro)losée de"iehllr.:l. 

~ m'
li+- m" 

"'+;U+O). 
Mais si OR fait laceessivement 

ln" _, m' _. m _ ., 
n"+~-.'n'+O)'-~t~-l'JI , 

NOTE IV. 

Il elt probable que le nombre 1;" n'est pas m~me compris 
.lans les irralionnelles alg~briqllcs , c'f!st-à-dire, qu'il ne 
peut être la racine d'une équation algébrique d'un nomlJrc 
fini Ile termes dont lcs eoi.'ffieienls SOlit ration!lels : mais il 
paraît très-difficile de déœc.lltrc-r rigoureusement ceUe pro­
posilion; nous pouvons seulement f3ire ...·oir que le quarré 
de 1;" est cneore un nomlJre irrationnel. 

En effet, si dans 13 fr:tl"lion continue qui e:(prime tans. .r, 

()Il fait .r='7t r 3. ('.ause de laDs. 'j; =0, on doit u,"oir 
,;,,;. 

0=3-5 _::,: 1;". 

7 -"9-etc. 

!t'iais si 1;"' était ratlonnel, et qu'on eût 1;"- =;;-t m et " 

etant des eutiers, il tn résulterait 
ln 

3=S;;_~ m 
7-- m 

9n -lï_ cle, 

Or, il est visible que ceUe fr3ction continue est encore 
dans le cal du lemme Il, S3 ,·aleur est donc irralionnelle, 
et ne saurait ~tre ésale au nombre 3. Donc le quarrJ du 
rapport de la cin::on!ércnce au dUlmetrc J est un nombre 
irrationnel, 

" ,
"""1" : 

1 , ""

1 


