REPRESENTATIQNS GRAPHIQUES ET RESOLUTION DE
PROBLEMES : LE CAS DE SINGAPOUR

Stéphane CLIVAZ!
UER MS, Haute Ecole Pédagogique du Canton de Vaud, Lausanne, Suisse

Jaguthsing DINDYAL?

Mathematics & Mathematics Education Academic Group
National Institute of Education, Singapore

Résumé. Cet article présente et discute la méthode des modeles, ou méthode en barres, et son enseignement a
Singapour pour résoudre des problémes numériques verbaux. C’est a partir d’un tel probléme que cette méthode est
présentée et mise en parallele avec la méthode algébrique. La maniére dont les éléves de Singapour sont
progressivement initiés a cette méthode est ensuite présentée et illustrée par de nombreux problémes. Les apports et
les limites de la méthode des mode¢les sont ensuite discutés d’un point de vue singapourien et d’un point de vue
francophone.
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Introduction

Si le systeme éducatif de Singapour est placé sous le feu des projecteurs (voir par exemple
Dindyal & Clivaz, 2018 ; Jamet, 2019), La méthode de Singapour (éditée par la librairie des
Ecoles depuis 2009), en particulier, suscite un certain nombre de débats et d’analyses au sein de
la communauté de didactique des mathématiques en monde francophone (voir par exemple
Grapin & Mounier, 2018 ; Petitfour & Winder, 2018). Un des ¢léments saillants de cette
méthode est une heuristique graphique de résolution de problémes, la méthode des modéles, ou
méthode en barres. Nous avions illustré rapidement cette méthode, rencontrée lors d’un échange
entre futurs enseignant-e-s primaires suisses et singapouriens en 2014, dans un article consacré
au curriculum de mathématiques a Singapour (Dindyal & Clivaz, 2018). Notre intérét pour les
questions liées aux représentations graphiques lors de la résolution de problémes nous conduit
ayjourd’hui a développer la présentation critique de cette méthode des modeles telle
qu’enseignée a Singapour.

C’est a partir d’un probléme numérique verbal que nous illustrerons la maniére prédominante de
résolution de ce type de probléme dans les écoles singapouriennes, en la mettant en parallele
avec la stratégie prédominante en monde francophone. Nous examinerons alors comment les
¢leves de Singapour sont initiés a la résolution de problemes verbaux au cours de leur scolarité et
terminerons par examiner les apports et les limites de la méthode des modeles, en croisant le
point de vue singapourien et le point de vue francophone des deux auteurs.
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1. Louis et Clark

Dans notre texte précédent (Dindyal & Clivaz, 2018), nous avons illustré certaines taches
proposées aux éléves singapouriens par le probléme suivant, observé dans une classe de grade 4°
de Singapour :
Louis et Clark ont la méme somme d’argent. Louis dépense 1 200 § et Clark dépense 900 $. Clark
a maintenant trois fois plus d’argent que Louis. Combien d’argent reste-t-il maintenant a Louis ?*

Avant de poursuivre la lecture de cet article, nous encourageons les lectrices et les lecteurs a
résoudre ce probleme par la méthode de leur choix, tout en essayant de garder en mémoire la
maniére dont ils ont procédé.

Les méthodes observées dans divers contextes, tant chez des éléves que chez des étudiants ou
des enseignants, a Singapour ou en Suisse romande, releévent principalement de trois types : des
méthodes utilisant un schéma en barres, des méthodes algébriques et des méthodes par essais-
erreurs. Ces trois méthodes sont détaillées en annexe. Les éléves singapouriens observés ont
déployé plusieurs méthodes, la plupart utilisant des modeles en barres, dont la figure 1 donne une
illustration :
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Figure 1 : Résolution du probleme sur une ardoise par un éléve singapourien de grade 4.

Chacune de ces trois méthodes permet de représenter les éléments clés de 1’énoncé. Nous nous
attarderons plus en détail sur la représentation en barres, commune a Singapour et sur la
représentation algébrique, probablement la plus habituelle pour les lectrices et les lecteurs
francophones. Le tableau 1 permet de mettre en parall¢le la mani¢re dont chaque méthode traduit
chaque ¢lément clé. Ceux-ci sont présentés dans I’ordre de 1’énoncé.

3 France : CM1, Suisse : 6H.

* L’original en anglais est le suivant : « Louis and Clark have an equal amount of money. After Louis spent $1 200
and Clark spent $900, Clark had 3 times as much money as Louis. How much money did Louis have left? ».
Nous proposons ici une nouvelle adaptation en frangais, différente de celle de 2018 qui comportait une erreur dans
la question et une concordance des temps difficile a appréhender pour les éléves.
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Enoncé . . . . Représentation
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Tableau 1 : Correspondance entre [’énoncé du probléeme, une représentation avec un schéma
en barres (étapes A-B-C-D) et une représentation algébrique (étapes 1-2-3-4).

Il est intéressant de constater que les deux représentations permettent de traduire 1’énoncé. De
maniere plus précise, chacune des représentations permet de représenter les relations évoquées
dans 1’énoncé : relation entre la somme précédemment possédée par Louis et celle possédée par
Clark, les relations entre la somme initiale de chacun et la somme actuellement possédée et la
relation entre la somme actuelle que posséde Louis et celle que posséde Clark. Plus encore, elle
permet de représenter ces quatre relations en une seule écriture simultanée :

1200
Lous l ? |////////) 4.
C. et

400
e [

x+1200=y+900
y=3x

Tableau 2 : Représentation des relations entre les quantités dans la représentation schématique
en barres et dans la représentation algébrique.

Dans les deux représentations enfin, le projet de résolution apparait, méme si ce n’est pas au
méme moment : trouver la valeur d’un rectangle (point d’interrogation rouge dans le tableau 2)
tel que la représentation schématique soit cohérente (méthode en barre) ou trouver une valeur de
x telle que les deux égalités soient vérifiées (méthode algébrique). Si les opérations effectuées
dans les deux cas sont similaires, comme d’ailleurs dans le cas des méthodes par essais-erreurs,
ces opérations ne sont pas effectuées dans le méme ordre (voir une mise en parallele des trois
types de méthodes en annexe).

La plupart des ¢€léves singapouriens de grade 4, observés lors d’un échange entre futur-e-s
enseignant-e's primaires suisses et singapourien-ne-s en 2014, semblaient résoudre ce probleme
sans grande difficult¢. Cette apparente facilit¢ avait beaucoup impressionné les visiteurs
helvétiques. Depuis, le premier auteur de cet article a proposé ce probléme a des enseignant-e-s
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primaires suisses romand-e-s expérimenté-e-s et a constaté qu’ils (elles) ne parvenaient pas a
résoudre le probléme, et que la plupart ne parvenaient pas a utiliser de représentation
schématique ni de représentation algébrique, alors méme qu’ils affirmaient que « il faudrait faire
un dessin » ou que « c’est de 1’algebre ».

Pour ces enseignant-e's, en I’absence de ces deux modélisations, la principale difficulté était de
prendre en compte simultanément les quatre relations représentées dans la figure 2.

comparaison

Somme possédée par
Louis au temps 1

Somme possédée par
Clark au temps 1

dépense dépense

Somme possédée par
Clark au temps 2

Somme possédée par
Louis au temps 2

comparaison

Figure 2 : Relation entre les quatre quantités en jeu dans le probleme.

Prendre en compte ces quatre relations en méme temps est nécessaire, mais est quasiment
impossible a cause de cette simultanéité. Une maniére de faire est de procéder par essais-erreurs
sur une quantité arbitraire pour successivement faire en sorte que chacune de ces relations soit
vérifiée (voir annexe). Toutefois, I’avantage des modélisations graphiques ou algébriques est
qu’on peut tenir compte successivement de chaque relation en la « superposant » sur les relations
représentées précédemment. C’est ce que fait la méthode algébrique grace au systéme
d’équations et a sa résolution qui permet de garder une trace de I’ensemble des étapes. C’est
aussi ce que fait la méthode en barres en alignant les rectangles ou en les superposant (voir
tableau 2).

Si les deux modes de représentation permettent de superposer la prise en compte successive des
relations entre les quantités afin de parvenir a une prise en compte simultanée, ils différent
notamment par leur chronologie. La représentation algébrique part le plus souvent de la question,
située dans ce probléme, comme souvent, a la fin du texte, et aboutit a 1’écriture du systéme avec
la traduction algébrique de la phrase initiale. La représentation en barres, elle, part ici de la
situation initiale et suit I’ordre chronologique de I’histoire.

2. La méthode de Singapour... a Singapour

Le probléme Louis et Clark décrit ci-dessus est ce que 1’on appelle souvent un probléme verbal®.
Ce type de probléme est appelé en anglais word problem, story problem ou verbal problem. 1ls
peuvent étre décrits comme des

descriptions verbales de situations problématiques, généralement présentées dans un contexte
scolaire, dans lesquelles une ou plusieurs questions sont soulevées, dont la réponse peut étre
obtenue par [’application d’opérations mathématiques aux données numeriques disponibles dans

3 On utilise parfois ’expression « problémes arithmétiques verbaux ». Toutefois, si la résolution des problémes peut
étre arithmétique, elle peut aussi étre algébrique. Nous avons donc choisi de parler uniquement de « probléme
verbaux » et de rester proche de l’anglais word problems. 1l serait par ailleurs intéressant de classifier ces
problémes, comme 1’ont fait par exemple Bednarz et Janvier (1996), et d’analyser les modalités de résolution par
des diagrammes en barres en fonction de ces classifications. Cette analyse dépasse toutefois le cadre de cet article.
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I’énonceé du probleme (Verschaffel et al., 2000, p. xi).

2.1. Louis et Clark a Singapour

Pour un-e ¢éléve du secondaire, le probléme de Louis et Clark requiert la résolution d’un systéme
de deux équations a deux inconnues x+1200=y+900 et y=3x, ou x est la somme d’argent
restante de Louis et y la somme d’argent restante de Clark. Cependant, la manipulation
algébrique requise pour résoudre de telles équations est hors de portée d’éléves de grade 4.
L’alternative pour les ¢léves est donc d’utiliser une heuristique de résolution de problémes qui
contourne la manipulation symbolique impliquant 'utilisation d’inconnues. Une approche que
les éléves apprennent trés tot a Singapour est d’utiliser la méthode dite des modeles, « une
approche visuelle et concrete pour résoudre des problemes verbaux arithmétiques et algébriques
[...] » (Ng & Lee, 2009, p. 283). Une solution est illustrée dans la figure 1 ci-dessus. La méthode
des modeles est un outil puissant qui peut étre utilis€ pour résoudre des problémes verbaux
impliquant des nombres entiers, des fractions, des rapports et des pourcentages (Kho, 1987).

La méthode des modeles, qui s’appuie sur les connaissances des €léves en matie¢re de relations
partie-tout travaillées dés le grade 1°, implique la représentation des informations textuelles d’un
probléeme donné sous une forme graphique (picturale), généralement a 1’aide de barres. Ces
barres ne sont pas dessinées a 1’échelle et peuvent étre facilement tracées a main levée,
cependant, elles encapsulent les informations structurelles du probléme, avec un apergu de ce qui
est inconnu et de la facon dont on peut le trouver. En conséquence, en tant qu’heuristique, la
méthode des modeles guide méme les éleves vers la solution. Ainsi, la méthode des modeles
permet une interaction entre les informations textuelles du probléme, la représentation graphique
(ou picturale) a 1’aide de barres ou de représentations figuratives des objets concernés et les
informations symboliques généralement sous forme de symboles numériques, mais pouvant
¢galement étre des symboles littéraux. En nous référant a la solution du probléme de Louis et
Clark proposée par I’¢leve dans la figure 1, nous pouvons noter ce qui suit :

* Louis et Clark avaient initialement la méme somme d’argent. Cette information cruciale
est représentée graphiquement par deux rectangles de méme longueur. Un pour Louis et
un pour Clark. Notons que la largeur des rectangles n’a aucune importance. L’¢léve a
dessiné les rectangles a main levée sur son ardoise blanche.

* Louis a dépensé 1 200 § et Clark 900 8. Clark a trois fois plus d’argent que Louis. Ces
informations sont intégrées dans les barres en indiquant une partie pour Louis dans le
rectangle représentant son argent et trois parties identiques dans le rectangle
représentant I’argent de Clark. Les parties restantes dans les rectangles (indiquées en
hachuré) représentent les montants qu’ils ont dépensés, respectivement. On peut noter
que la partie hachurée pour les 1 200 $ dans le rectangle de Louis est plus longue que la
partie hachurée pour les 900 $ dans le rectangle de Clark, mais ces parties hachurées ne
sont pas dessinées dans des proportions exactes. Méme les parties non ombrées ne sont
pas identiques, mais donnent une indication qu’elles sont égales.

* Les rectangles contiennent quelques informations supplémentaires favorisant ce que
Duval (1995) appelle 1’appréhension discursive. Ces informations discursives
comprennent les nombres, les parentheses et les informations écrites sur le montant
dépensé par chaque personne et le point d’interrogation (?) indiquant ce qui est a
trouver.

» L ’¢leve en déduit que, puisque Clark se retrouve avec trois fois plus d’argent que Louis,

¢ France : CP, Suisse : 3H.
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les deux unités supplémentaires du rectangle de Clark sont la différence entre les deux
montants dépensés (c’est-a-dire 1200$—9005$=3005). Cette information est écrite
sous la forme 2u—1200—900=300 . L’¢léve déduit alors qu’une unité est de 150
(300+2 ). Nous notons que 1’¢léve utilise « u » comme unité et résout 1’équation pour
u, bien qu’il utilise un symbole de fleche (parce que les enseignant-e's a I’école ont
utilisé¢ cette approche, car les ¢€léves ne sont pas censés résoudre des €quations
algébriques). L’¢leve utilise également le raisonnement proportionnel, essentiel en
mathématiques.

La figure 1 illustre comment un probléme arithmétique verbal qui, autrement, nécessiterait
I’utilisation de I’algebre, a été résolu de maniére relativement simple grace a 'utilisation de la
méthode des modéles. L’aspect le plus important est la mani¢re dont les informations
structurelles sont affichées ainsi que D’interaction entre les informations textuelles, la
représentation graphique et la représentation symbolique. Sans aucune connaissance avancée de
I’algebre, 1’¢léve est capable d’écrire une équation symbolique et de déterminer la valeur de
I’inconnue. En tant que telle, la méthode des mod¢les est de nature pré-algébrique et peut aider
les éléves a progresser en algébre a un stade ultérieur.

2.2. Comment les éleves de Singapour apprennent-ils a utiliser la méthode des
modéles ?

Le programme de mathématiques au niveau primaire a Singapour ne met pas explicitement
I’accent sur la méthode des modeles. Néanmoins, cette méthode est présente dans les manuels et
il est attendu des éleves du primaire qu’ils connaissent la méthode et 1’utilisent pour résoudre des
problémes. La méthode des modeles a été introduite au niveau du grade 4 en 1983 (Ministry of
Education Singapore, 2009). Elle trouve son origine dans la représentation des énoncés de
nombres a I’aide d’images. Par exemple, pour illustrer 3+4=7, le manuel montrera un ensemble
avec trois pommes et un autre avec quatre pommes et I’ensemble combiné avec sept pommes.
Dans cet énoncé¢, I’information mathématique est que les deux parties, dont I'une est trois et
’autre quatre, lorsqu’elles sont additionnées, forment le tout qui est sept (relation partie-tout).

Au Grade 27, les éléves se dirigent progressivement vers une plus grande abstraction de la
relation partie-tout. Par exemple, dans I'un des principaux manuels (Collars et al., 2014),
I’approche pour trouver le total de 10 timbres de Singapour et de 20 timbres d’Indonésie est la
suivante :

1. une photo montre 10 timbres de Singapour alignés en deux rangées de cinq timbres,
suivis de 20 timbres d’Indonésie alignés en deux rangées de 10 ;

2. le deuxiéme diagramme montre un long rectangle avec dix parties égales pour les
timbres de Singapour et 20 autres parties €gales pour les timbres d’Indonésie ;

3. le troisieme diagramme montre un autre rectangle, mais divis¢ seulement en deux
parties, I'une indiquant 10 pour les timbres de Singapour et 1’autre 20 (en couleurs
différentes) pour les timbres d’Indonésie.

" France : CEl, Suisse : 4H.
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Figure 3 : [llustration tirée de Shaping Maths 2B
(Collars et al., 2014, p. 24).

Dans ce probléme, nous constatons que les deux parties, 10 timbres de Singapour et 20 timbres
d’Indonésie, sont constituées a partir d’'un ensemble contenant 30 timbres. En classe, les
enseignant-e-s peuvent utiliser des timbres réels et se référer a I’image du dessus, dont ils font
ensuite un résumé pour dessiner le dernier rectangle. Cette procédure illustre également
I’approche Concréte-Pictoriale-Abstraite ou CPA pour enseigner les mathématiques a Singapour.
Cette approche est conforme a I’idée de Bruner (1966) d’une approche énactive (manipulation) -
iconique (représentation imagée) - symbolique (écriture en langage mathématiques) de
’abstraction progressive (Dindyal & Clivaz, 2018). Des exemples similaires sont ensuite utilisés
pour trouver 1’'une des parties, étant donné le tout et une autre partie du tout. Il est important de
noter ici que la plupart des éléves peuvent facilement résoudre ce probléme simple sans avoir a
dessiner un modele. Cependant, le fait de dessiner le modele aide généralement les éleves a
avancer vers la solution de problémes plus complexes avec plus de confiance.

Modeéle partie-tout (addition et soustraction)

=<

Y
a
Figure 4 : Modele partie-tout.

Dans ce modéle®, les éléves peuvent résoudre des équations en x du type a+b=x , a+x=c ou
x+b=c.

Par exemple, le premier des problémes ci-dessous est du type a+b=x et le second du type
atx=c.

o llya 12 garcons et 27 filles dans une classe. Combien d’enfants y a-t-il dans la classe ?

* Sue avait 9 perles. Marie lui a donné des perles. Sue a maintenant 26 perles. Combien de perles
Marie lui a-t-elle donné ?

8 Ce modele, en particulier pour les problémes additifs, est proche de schémas présents dans d’autres partie du
monde, comme en Chine (Sun & Bartolini Bussi, 2018, cité par Houdement, 2017, p. 78) ou des schémas « range-
tout » (Polotskaia, 2009, cité par Auquiere et al., 2018).
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Modeéle de comparaison (addition et soustraction)

\ N J
Y

Y
a b

Figure 5 : Modéle de comparaison additive.

Ce modele est utilisé pour comparer deux quantités qui different d’une certaine maniére. Les
¢éléves peuvent résoudre des équations du type 2a+b=x, 2x+b=c ou 2a+x=c. Le probléme
donné ci-dessous est du type 2.

* Raju a 45 billes. Il a 13 billes vertes de plus que de rouges. Combien de billes rouges a-t-il ?

h illeshmuges

r —

|
L

Figure 6 : Modele de comparaison additive pour le probleme de Raju.

bells, vectes § 4s billes
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2

Modeéle de comparaison (multiplication et division)

n fois
A
f \

;Y—}

a

Figure 7 : Modele de comparaison multiplicative.

Dans ce modele, une quantité est donnée comme un multiple de I’autre. Par exemple, dans le
modele ci-dessus, le rectangle bleu est 3 fois plus grand que le rectangle jaune. Cela permet de
résoudre des équations du type nXa=x, atnXa=x, nXx=b, x+nXx=b, x—nXx=b.

* Le baton A mesure 8 cm de long. Le bdton B est 3 fois plus long que le bdton A. Quelle est la
longueur du baton B ?

Ce probléme est du type nXa=x. Méme si I’utilisation des mod¢les en barres semble inutile, le
fait de I'utiliser dans ce cas permet aux ¢leves de se familiariser avec ce modele de comparaison
multiplicative pour une utilisation dans des cas plus complexes.

En plus des modéles ci-dessus, le livre du Ministére de I’Education de Singapour (2009)
énumere des modeles partie-tout et des modeles de comparaison pour trois domaines de contenu
importants : les fractions, les rapports et les pourcentages. Quelques exemples sont donnés ci-
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dessous a titre d’illustration dans le tableau 3.

Partie-tout Comparaison

Dans cette classe, le nombre de

a :
s . garcons vaut les deux tiers du
Probléme 36 €leves. - Deux tiers  des nombre de filles. S’il y a

¢éléves sont des filles. Combien .
. 21 filles, combien de garcons y
de filles y a-t-il dans la classe ? .
a-t-il dans la classe ?

Dans wune classe, il y

Fraction -

Modele L//// /4 V/// J ‘l i E.I:_Ti__—l

2
2

Le rapport entre le nombre de
garcons et le nombre de filles
dans une classe est de 2:5. S’il
y a 15 filles de plus que de
garcons, combien de gargons y
a-t-il dans la classe ?

Le rapport entre le nombre de
garcons et le nombre de filles
Probléme dans une classe est de 4:3. S’il
y a 16 garcons dans la classe,
combien de filles y a-t-il ?

Rapport

Az RER
= e [ ]|
Ce probléme peut également F

étre résolu en utilisant un 15
modele de comparaison.

Modéle

V)
I y a 40¢léves dans une 'y a 50% de garcons de

i fill
classe. 60 % d’entre eux sont moins que de filles dans une

Probléme des filles. Combien y a-t-il de classg. Sil 'y a 24 ﬁlleg,
combien de garcons y a-t-il

arcons ?
garg dans la classe ?

Pourcentage

G

woie | L% L] |
E

24

& OU_El-;fm

Tableau 3 : Modeles de comparaison.

Ainsi, a partir du grade 2, les ¢léves utilisent progressivement des modé¢les partie-tout, des
modeles de comparaison additive ou multiplicative, ainsi que des modéles partie-tout et de
comparaison pour des domaines spécifiques tels que les fractions, les rapports et les
pourcentages. Comme mentionné précédemment, la méthode des modéles fournit une
représentation visuelle pour I’¢éléve et, si elle est correctement dessinée, elle structure méme le
processus de résolution. Les ¢€léves sont alors capables d’utiliser cette méthode pour des
problémes encore plus difficiles. De plus, progressivement dés ce grade 2, le dessin d’un modele
comme heuristique pour la résolution d’un probléme devient une habitude pour les éléves.
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Quelques indications pour résoudre des problémes encore plus difficiles

Problemes a différences constantes

Ce type apparait principalement dans des problémes liés a 1’age.
* M. Tan a 46 ans et son fils a 18 ans. Quand (il y a combien d’années) M. Tan avait-il exactement
trois fois [’dge de son fils ?

Bien qu'une méthode par essais-erreurs puisse étre utilisée, les éléves utiliseront généralement la
méthode des modeles. Nous invitons les lectrices et lecteurs a dessiner le modele et a résoudre le
probleme. Si nécessaire, ils peuvent utiliser le raisonnement suivant. Actuellement, M. Tan a
46 ans et son fils a 18 ans. Leur différence d’age est de 28 ans, ce qui ne change pas au fil des
ans. Lorsque M. Tan a eu exactement trois fois 1’age de son fils, cette différence d’age équivalait
a deux unités de plus que 1’age du fils, 'unité étant I’age du fils. Chaque unité vaut donc 14 ans.
L’age de M. Tan était donc de 42 ans (3X 14). Ainsi, il y a 4 ans (46—42), M. Tan avait trois fois
I’age de son fils.

La méme logique peut étre utilisée dans ce probléme :

* David avait 19,80 $ et son frére Jonathan 3 $. Leur meére leur a donné a tous deux une somme
égale, aprés quoi le rapport entre [’argent de David et celui de Jonathan était de 9:2. Combien
d’argent leur mere a-t-elle donné a chacun d’eux ?

Situation avant-apres

Ce type de probléme énonce généralement une situation avant que quelque chose n’arrive et
ensuite apres que cette chose ne soit arrivée, comme illustré dans le probléme ci-dessous :

* Linda et Paul se sont partagé de [’argent dans un rapport de 3:2. Plus tard, Paul a donné la
moitié de son argent a Linda. Linda avait alors 18 $ de plus que Paul. Combien Linda avait-elle au
début ?
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Figure 8 : Modele de comparaison multiplicative
pour le probléme de Linda et Paul.

Le raisonnement pour résoudre ce probléme est qu’au début (avant), Linda avait trois unités et
Paul deux unités en montants d’argent. Aprés que Paul a donné la moiti¢ de son argent, il ne
reste plus qu’une unité a Paul et Linda en a quatre. La différence entre trois unités et la somme
d’argent est de 18 §, donc une unité vaut 6 § et Linda avait donc 18 § au début (trois fois six
dollars).

Voici un probléme plus difficile utilisant le mode¢le avant-apres :

* Mme Tan a préparé des tartes pour une féte. 1l y a 48 tartes aux pommes de plus que les tartes a
["orange. Aprés avoir mangé 5/6 des tartes aux pommes et 3/4 des tartes a l’orange, on compte
33 tartes.

Combien de tartes a |’orange ont-elles été préparées au début ?

Quelle proportion des tartes consommées étaient des tartes aux pommes ? (modifié a partir de
["examen national de grade 6 a Singapour, 2002).
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Figure 9 : Modéle de comparaison pour le probléme de Mme Tan.

Identification d’une unité de comparaison

L’identification d’une unit¢ de comparaison est €galement une heuristique importante pour
résoudre les problémes arithmétiques verbaux au niveau primaire. Ces problémes peuvent étre
trés chargés en informations et exiger des €léves qu’ils aient des connaissances dans plusieurs
domaines des mathématiques. Par exemple, le probléme présenté ci-dessous établit des liens
entre les concepts de fraction et de pourcentage et il a des liens implicites avec 1’idée de rapport.

* Amy, Bridget et Christine collectionnent les livres. Amy possede 5 livres de plus que Bridget.
Christine a 60 % de ce que Bridget a. Etant donné que Christine a deux fois moins de livres
qu’Amy, combien de livres ont-elles en tout ?
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Figure 10 : Modéle de comparaison pour le probléeme
d’Amy, Bridget et Christine.

La clé pour résoudre ce probleme est d’identifier I’'unité de comparaison. Les enseignant-e-s de
Singapour conseillent généralement aux €léves de choisir la plus petite quantité ou la personne a
qui I’on attribue la plus petite quantité. Dans ce cas, il est clair que c’est Christine qui a le plus
petit nombre de livres. Elle a 60 % ou 3/5 de ce qu’a Bridget. Cela suffit pour générer une unité
de comparaison. Si Christine a trois unités, alors Bridget en a cinq. Comme Amy a le double de
ce que Christine a, alors elle a 6 unités. Mais Amy a 5 livres de plus que Bridget, ce qui implique
qu’une unité est 5. Ainsi, le nombre total de livres est de 70 (14X5).
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Appariement d unités inégales

* Une enseignante a apporté une boite de 38 fruits pour sa classe. Les fruits étaient soit des
pommes, soit des oranges. Plus tard, elle a constaté qu’un quart des pommes et un tiers des
oranges étaient impropres a la consommation et devaient étre jetées. Si elle a jeté 11 fruits au
total, combien de fruits étaient des oranges ?
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Figure 11 : Modele d’appariement d’unités inégales
pour le probléme des pommes et des oranges.

3B

Dans ce probleme, les éleves considéreront quatre « unités de pommes » et trois « unités
d’oranges » différentes. Une unité de pommes et une unité d’oranges donnent un total de 11.
Trois paires de ce type donneront 33 et donc I’unité supplémentaire de pommes est de 5
(38—33). Chaque unité d’orange est donc 6 (11—5). L’enseignante a donc acheté 18 oranges
(3X0).

Une approche similaire peut étre utilisée pour ce probléme :

* Deux pommes et trois oranges coiitent 5,30 $. Trois pommes et deux oranges coiitent 4,70 §.
Combien cotitent une pomme et une orange ?

3. Discussion : 1a méthode des modeles, ses apports et ses limites

Les problémes qui ont été utilisés dans cet article sont des problémes arithmétiques verbaux, que
nous avons décrits précédemment. La résolution de problémes arithmétiques verbaux peut étre
trés difficile pour les éléves. Verschaffel et ses colleégues ont énuméré les phases suivantes dans
le processus de résolution des problémes arithmétiques verbaux :

1. Comprendre la situation décrite.

2. Construire un modele mathématique décrivant les éléments et les relations essentiels et
pertinents de la situation.

3. Travailler dans le modéle mathématique pour effectuer des déductions.

4. Interpréter le résultat du travail de calcul pour arriver a revenir a la situation pratique qui avait
donné naissance au modeéle.

5. Evaluer ce résultat interprété par rapport a la situation initiale.

6. Communiquer les résultats interprétés. (Verschaffel et al., 2000, p. xii).

Lorsque nous examinons attentivement la méthode des modéles pour résoudre un probléme, nous
constatons la pertinence des six étapes ci-dessus. Par exemple, pour le probleme de Louis et
Clark, un-e éléve résolvant le probléme devait en effet comprendre le probléme, construire un
modele et effectuer des déductions et des calculs pertinents, puis devait évaluer, interpréter et
communiquer les résultats.
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3.1. Les apports de la méthode des modéles

Les exemples donnés ci-dessus illustrent également I’utilisation de la méthode des modeles
comme heuristique pour résoudre des problémes dont le niveau de difficulté augmente. La
méthode des modeles exige essentiellement des éléves qu’ils représentent les inconnues comme
les parties d’une barre, ce qui permet une visualisation puissante des relations, explicites et
implicites, entre les informations énumérées dans I’énoncé du probléme. Les trois types de
modeles de base sont les suivants : partie-tout (addition et soustraction), comparaison additive et
comparaison multiplicative. Voici encore quelques idées sur la méthode des modeles qui
ressortent de ce qui précede :

1. La méthode des modéles peut étre utilisée pour résoudre certains problemes
arithmétiques verbaux difficiles qui, autrement, pourraient nécessiter ’utilisation de
’algébre.

2. La largeur d’une barre n’a pas d’importance, car elle n’a aucune influence sur le
processus de résolution ou la sélection d’une unité appropriée.

3. Bien que les proportions exactes ne soient pas utilisées pour dessiner les barres, les
parties longues représentent des quantités plus importantes que les parties courtes.
Cependant, la proportionnalité est utilisée lorsqu’il faut trouver des unités inconnues.
Notons toutefois qu’il existe aussi un risque de voir apparaitre des erreurs dues a une
interprétation perceptive des rapports ou différence dans les longueurs des barres.

4. 11 n’est pas nécessaire de dessiner les rectangles représentant les barres a la régle. Ils
peuvent étre dessinés a main levée, car ’accent est mis sur la structuration du processus
de résolution.

5. Les barres qui sont dessinées ne contiennent pas toutes les informations en elles-mémes.
Les informations supplémentaires qui sont essentielles pour le processus de résolution
doivent étre transférées du probléme au diagramme. Ces informations discursives (voir
Duval, 1995) sont trés importantes pour la lecture du diagramme afin de comprendre ce
qui est donné et ce qui est a trouver. Ces informations aident a structurer le processus de
résolution en faisant apparaitre les relations implicites entre ce qui est donné et ce qui
est inconnu. Ainsi, comme mentionné précédemment, la méthode des modeles permet
une interaction entre les informations textuelles du probléme, la représentation
graphique et la représentation symbolique.

6. Les parties inconnues du rectangle, considérées comme unités, jouent le role
d’inconnues et aident a résoudre les équations. En tant que tel, le dessin des modeles est
un précurseur de I’algebre et aide a développer la pensée algébrique a un jeune age, sans
avoir a se concentrer sur les variables et les inconnues qui utilisent des symboles
littéraux (Beckmann, 2004 ; Fong & Lee, 2009 ; Kho, 2009 ; Lee & Fong, 2009).

7. Comme illustré ci-dessus, 'utilisation de la méthode des modéeles par les éléves
présente plusieurs avantages. Cette utilisation montre que les éleves utilisent des
capacités de réflexion qui leur permettent de transférer ces capacités a la résolution
d’autres problémes ne nécessitant pas nécessairement 1’utilisation de la méthode des
modeéles. En conséquence, le ministére de 1’Education de Singapour (2009) a affirmé
dans un document officiel que I’utilisation de la méthode des modéles aide les éléves a
devenir plus réceptifs a des problémes peu familiers, ce qui améliore leur capacité a
résoudre les problémes en général. Dans leur étude, Ng et Lee (2009) ont constaté que
les éleéves qui ont utilisé la méthode des modeles ont démontré avec succes une bonne
connaissance conceptuelle des phrases comparatives utilisant des expressions telles que
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«plus de», «moins de» et «autant que », car les dessins produits montraient les
comparaisons adéquates.

3.2. Les limites de 1a méthode des modeles

La méthode des modeles pose toutefois un certain nombre de questions. Si I’on considére le
probleme de Louis et Clark, la résolution de ce probléme aurait été¢ beaucoup plus difficile pour
les ¢€leves si, dans 1’énoncé du probléme, Louis avait dépensé 1 251 dollars et Clark 902 dollars
et si les montants restants étaient dans un rapport plus difficile a gérer pour les éleves, comme
7:13. Bien que certains éléves eussent pu trouver une solution, les calculs auraient constitu¢ un
obstacle majeur, car les éleves sont habitués a avoir de « beaux nombres » comme réponses. Ils
auraient méme peut-&tre douté de leurs solutions possibles pour ne pas avoir obtenu de beaux
nombres. Bien que la méthode des modeles soit un outil puissant permettant aux ¢éléves de
résoudre des problémes, elle ne peut pas remplacer 1’algebre.

Ainsi, nous souhaitons mettre en garde ceux qui souhaitent une méthode clé en main pour
résoudre des problémes arithmétiques verbaux relativement difficiles et ceux qui veulent
simplement adopter la méthode des modéles de Singapour, car c’est loin d’étre /a solution. En
effet, la maitrise de la méthode des modeles par les éleves de Singapour se développe sur une
longue période, grace a un programme d’études fort rigoureux, avec des attentes élevées en
maticre de performance des €leves et beaucoup de travail de la part des enseignant-e-s. En ce qui
concerne I’utilisation de la méthode des modeles, Ng et Lee (2009) ont déclaré qu’une
représentation réussie des problémes arithmétiques verbaux nécessite une base de connaissances
bien organisée des tables d’addition et de multiplication, une compréhension conceptuelle des
relations partie-tout et des fractions, un raisonnement multiplicatif abouti et une bonne
connaissance des quatre opérations. Ces auteurs ont également averti que la méthode des
modeles ne doit en aucun cas étre un algorithme appris par cceur pour résoudre des problémes
arithmétiques verbaux.

Le ministére de I’Education de Singapour (2009) a ainsi préconisé I"utilisation de la méthode des
modé¢les comme un lien avec la méthode algébrique pour résoudre les problémes. Cependant, ce
lien ne peut fonctionner qu’avec certains types de problémes spécifiques nécessitant la résolution
d’équations linéaires. Lee et al. (2010) ont souligné a juste titre que la méthode des modé¢les ne
peut pas étre utilisée pour résoudre des problémes qui nécessitent la construction d’équations de
degré supérieur ou égal a deux. Un autre risque est que les éléves deviennent trés dépendants des
stratégies arithmétiques pour résoudre des problémes arithmétiques verbaux. Ainsi, certains
auteurs, comme Khng et Lee (2009), qui classent I’exhaustion des cas, les méthodes d’essais-
erreurs, et le chainage arriere en parallele avec la méthode des modeles comme étant des
stratégies arithmétiques pour résoudre des problémes arithmétiques verbaux, ont affirmé que la
persistance a utiliser des stratégies arithmétiques empiéte sur 1’acquisition de stratégies
algébriques.

Le risque d’une méthode pas a pas est aussi de donner I’impression que chaque étape peut étre
automatisée et que la succession des étapes est linéaire. Pourtant, comme le montrent les travaux
de Julo (1995, 2000, 2002), I’individu qui résout un probléeme effectue des allers-retours entre les
divers processus. En particulier, la représentation du probléme est modifiée au cours de la
résolution et cette représentation influence la résolution en cours. Il en va de méme pour le
processus de controle. Cette idée est d’ailleurs reprise dans les schématisations non linéaires de
la résolution de problémes telle que celle proposée par Fagnant (figure 12).
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Figure 12 : Modele illustrant les différentes étapes de la résolution
de problemes (Fagnant, 2008, p. 72).

De plus, si les phases de résolution, d’interprétation ou méme de vérification peuvent étre
automatisées dans de nombreux cas, le processus de représentation ne se réduit pas a un
processus de modélisation. Julo (2000) montre en effet que :

les dessins, schémas, graphes, tableaux, ... ne sont pas [les processus cognitifs] qui permettent a la
représentation du probléeme de se mettre en place, mais plutét ceux qui vont permettre
l"opérationnalisation de cette représentation, c’est-a-dire le passage a [’action (Julo, 2000, p. 14).

Il recommande méme que toute aide apportée aux éleéves en vue de leur permettre de progresser
dans la représentation des problémes « suggere le moins possible une modélisation du
probleme » (ibid., p. 15).

Plus précisément, pour Julo (2002),

[Uactivite] de représentation repose sur un ensemble complexe de processus et, en premier lieu,
sur ce double mouvement caractéristique de toute activité mentale : des informations vers les
connaissances et des connaissances vers les informations (Julo, 2002, p. 42).

Cette activité peut étre caractérisée par trois processus : le processus d’interprétation et de
sélection, le processus de structuration et le processus d’opérationnalisation. Ces processus ne
correspondent pas a des étapes différenciées de la démarche de résolution ou a des opérations
successives. Au contraire, « plusieurs processus interviennent simultanément et interagissent
pour faire avancer notre compréhension et notre démarche de résolution » (Julo, 1995, p. 29).

Dans le cas du probléme de Louis et Clark, ces trois processus sont fortement interreliés. Si on
observe par exemple la premiére étape de chacune des résolutions (tableau 1, respectivement A
et 1), la représentation schématique nécessite de déterminer une vision globale de la situation
(sélection), ce qui nécessite son interprétation et une représentation graphique de cette situation
(opérationnalisation). Il nous semble donc qu’une étude fine du processus mental conduisant a la
réalisation d’un mod¢le en barres serait intéressante. Elle dépasse toutefois le cadre de cet article.

L’efficacité¢ des modélisations graphiques des problémes verbaux est d’ailleurs toujours un sujet
de débat. Une récente étude internationale réalisée au Québec conduit ainsi les chercheurs

a la conclusion que la fagon dont la résolution de problemes arithmétiques verbaux est abordée
dans la classe de mathématiques, par des méthodes séquentielles et rigides, n’aide pas les éleves a
développer leur compétence en matiere de résolution de tels problemes (Goulet-Lyle et al., 2020,
p. 139).

Dans la revue de littérature servant d’introduction du numéro de ZDM consacré aux Word
problems in mathematics education, Verschaffel et ses collegues relévent a quel point les études
sur l’efficacit¢ de [I’utilisation des représentations graphiques donnent des résultats
contradictoires et que

selon [’état actuel des connaissances, il n’est pas possible de répondre de maniere simple et directe
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a la question « quelle est [’efficacité des représentations graphiques des problemes arithmétiques
verbaux » (Verschaffel et al., 2020, p. 8).

Cette revue de littérature montre ainsi que cette efficacité dépend de I’interaction complexe entre
le probléme a résoudre, les caractéristiques de la représentation, les connaissances de 1I’individu
qui résout le probléme et le contexte plus large dans lequel le processus de résolution du
probléme se déroule.

Il est par ailleurs également nécessaire de prendre en compte les aspects langagiers et contextuels
de la formulation du probléme. Comme Verschaffel et al. (2000) 1’ont souligné, la résolution des
problémes arithmétiques verbaux exige que les ¢éleves lisent et comprennent le probleme. Des
lors, une mise en garde s’impose : les problémes verbaux sont énoncés dans la langue
d’enseignement. A Singapour, la langue d’enseignement est I’anglais, et non la langue
maternelle de nombreux ¢éléves (Dindyal & Clivaz, 2018). Ainsi, la résolution des problémes
devient plus difficile pour certains €léves, car leur manque de familiarité avec la langue a un
impact sur leur utilisation d’un modéle appropri¢é pour résoudre le probléme. Il en va
évidemment souvent de méme dans un contexte francophone avec la problématique des éleves
allophones.

De fait, notre bréve analyse de la méthode des modeles a volontairement laissé de coté
I’influence des aspects textuels et contextuels de 1’énoncé du probléme. Comme le montrent les
travaux de Sander et de son équipe (voir par exemple Gamo et al., 2014 ; Gvozdic & Sander,
2020), des problémes qui ont une méme structure mathématique (et donc, dans notre cas,
devraient étre modélisés par un méme modele en barres) sont traités différemment par les éléves
selon le contexte et selon la formulation du probléme. Il serait donc important d’examiner trés
finement de quelle maniére s’effectue le passage du texte d’un probléme a sa modélisation en
barres selon les ¢éléments sémantiques du probléme.

Enfin, nous souhaitons mettre en ¢évidence le role de I’enseignant-e dans le processus
d’apprentissage de la résolution de problémes, et particuliérement de la méthode des modéles. A
Singapour, ’enseignement de cette méthode est confié¢ a des enseignant-es qui connaissent et
pratiquent cette méthode depuis leur propre scolarité. De plus, ces enseignant-e-s sont triés sur le
volet et sont partiellement spécialistes de I’enseignement des mathématiques a 1’école primaire.
Ils bénéficient d’une formation initiale dont la qualité est internationalement reconnue, d’une
formation continue, souvent collaborative, abondante et s’appuient sur des manuels scolaires et
un plan d’études cohérents entre eux (Dindyal & Clivaz, 2018). Ils parviennent ainsi a gérer une
dialectique délicate entre I’enseignement d’une technique heuristique et un enseignement de la
résolution de problémes ne pouvant se réduire a I’enseignement de techniques automatiques de
résolution. Les caractéristiques d’un enseignement adéquat de cette méthode des modéeles dans
d’autres contextes que le contexte singapourien nécessitent des recherches plus approfondies.

Conclusion

La méthode des modeles telle que pratiquée dans 1I’enseignement a Singapour est une heuristique
permettant une modélisation des problémes verbaux. Avant que les éleves ne puissent utiliser
une représentation algébrique, cette méthode offre un instrument de modélisation du probléme et
de traitement des informations et des liens entre ces informations. Par 1a méme, cette méthode
contribue a la construction par les éléves d’une représentation opérationnelle du probléme. Si
cette méthode a montré son efficacité dans le contexte singapourien, elle comporte aussi un
certain nombre de limites quant a son introduction et quant a un aspect automatique pouvant
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paradoxalement devenir un obstacle a la représentation du probléme. Nous estimons que les
apports de cette heuristique en contexte francophone mériteraient d’étre étudiés en détail aupres
des enseignant-e-s et des classes qui I'utilisent.
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Annexe

Trois exemples de résolution du probléme

A Daide d’un schéma en barre

1 12 |3
A |4 v g Ij Louis et Clark ont la méme somme d’argent.

Clak
B |3 | i Louis dépense 1 200 $ et Clark dépense 900 3.

V|
2 Clark a maintenant 3 fois plus d’argent que Louis.
. ?

Cc (1 i dows | /1071 Combien d’argent reste-t-il maintenant a Louis ?

Clack l__l—_l:r/—}_/ﬂ Je cherche la valeur d’un des rectangles verts.
o e o Je reporte les 900 dans la barre du haut.

00 La partie qui reste est donc de 1200—900, donc 300.

Y 177

E 7 i WW Je reporte les 300 dans la barre du bas.
8 o e };/ Ce 300 est constitué de deux parts qui valent donc 150 chacune.
F s ety [ W Je reporte le.: 150 dans la barre du haut, ce qui me donne donc la
o part de Louis.

Clak [150]s0 [0 [71%,

G |9 Il reste 150 § a Louis.

¢ colonne 1 : Etape résolution par un schéma en barre.

* colonne 2 : Etape résolution algébrique correspondante.

« colonne 3 : Etape résolution essais-erreurs correspondante.

Par voie algébrique

1

Argent restant a Louis : x
Argent restant a Clark : y

Combien d’argent reste-t-il maintenant a Louis ?

2

y=3x

Clark a maintenant 3 fois plus d’argent que Louis.

Avant de dépenser 1 200, Louis avait x+1200.
Avant de dépenser 900, Clark avait y+900.

4 |x+1200=y+900 Louis et Clark ont la méme somme d’argent.
5 |x+1200=3x+900 Substitution.

6 |x+300=3x Soustraction de 900 dans les deux membres.
7 1300=2x Soustraction de x dans les deux membres.

8 [150=x Division par 2 des deux membres.

9 |l reste 150 $ a Louis.

Grand N - n° 108, 2021

24




Par essais-erreurs

i

Disons qu’il reste 100 $ a Louis

Combien d’argent reste-t-il maintenant a Louis ?

=

i

11 en reste alors 300 a Clark.

Clark a maintenant 3 fois plus d’argent que Louis.

il

Donc Clark avait 900+300, ¢’est-a-dire 1 200 3.

Clark dépense 900 8.

iv

Et Louis avait 100+1 200, soit 1300 8.

Louis dépense 1 200 $.

Mais cela ne donne pas la méme somme de départ.

Louis et Clark ont chacun la méme somme
d’argent.

V1

. |Essayons avec une autre somme de départ pour

Louis...
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